Tác giá: TS. Võ Văn Tuấn Dũng 


T0RNRUIRRD 


+ 


NHÀ XUẤT BẢN THỐNG KÊ 


Tóc giả: TS. Võ Văn Tuấn Dũng 


GIÁO TRÌNH 


T0ÁN RỮI RẠ0 


NHÀ XUẤT BẢN THỐNG KÊ 


Lời nói đầu 3 IÑ“ 





LỜI NÓI ĐÀU 


+ 


Giáo trình được tác giả biên soạn dựa trên kinh nghiệm giảng dạy môn 
học “Toán rởi rạc” trong nhiều năm cho sinh viên ngành Công nghệ 
Thông tin của một số trường Đại học ở Thành phô Hồ Chí Minh với 
thời lượng 3 đơn vị học trình (45 tiết). 


Tác giả biên soạn giáo trình theo hướng: sắp xếp nội dung tỉnh giản, 
hợp lý, đồng thời bảo đảm khối kiến thức tối thiêu về cơ sở Toán cho 
Tin học để sinh viên có điều kiện tiếp thu tốt các môn chuyên ngành 
trong chương trình đào tạo kỹ sư Công nghệ Thông tin. Tuy nhiên, giáo 
trình có thể sử dụng như một tài liệu tham khảo cho sinh viên ngành 
Toán - Tin học. 


Giáo trình được chia thành 5 chương. Chương ! trình bày những vấn đề 
cơ bản nhất của logic học bao gôm: mệnh đê; các quy luật logic; vị từ 
và lượng từ; suy luận toán học. Chương 2 trình bày các vấn đê cơ bản 
trong phép đếm và trong giải tích tô hợp; nguyên lý Dirichlet dùng để 
chứng minh sự tổn tại của cấu hình tổ hợp thoả mãn điền kiện cho 
trước. Chương 3 trình bày khái niệm thuật toán; giới thiệu một số thuật 
toán tiêu biểu; độ phức tạp của thuật toán. Chương 4 trình bày khái 
niệm quan hệ, cách biêu diễn một quan hệ bằng một ma trận; quan hệ 
tương đương; quan hệ thứ tự và biêu đồ Hasse của tập sắp thứ tự hữu 
hạn. Chương Š trình bảy các vấn đề cơ bản về hàm Boole, biểu thức 
Boole, đại sô Boole và nguyên lý đối ngẫu, vấn đề tổ hợp các cổng logic 
theo biêu thức Boole cho trước; vấn đề tối thiểu hoá hàm Boole bằng 
phương pháp biến đôi đại số, phương pháp Karnaugh, phương pháp 
Quine - Mc. Cluskey. 


Trong quá trình biên soạn, do nhiều lý đo khácn quan và chủ quan, giáo 
trình chắc chắn sẽ không tránh khỏi những sai sót. Tác giả rất mong 
nhận được các ý kiến đóng góp để giáo trình được hoàn thiện hơn. 


TP. Hồ Chí Minh, tháng 9 năm 2007 
Tác giá 
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Chương I: 
CƠ SỞ LÔGIC 


1.1. Mệnh đề 
1.1.1. Định nghĩa 
Mệnh đề là một khẳng định có giá trị chân lý xác định (đúng hoặc sai 
nhưng không thể vừa TT vừa sai). Ta thường ký hiệu các mệnh đề bởi 
các chữ Latinh hoa P, Q, R,.. 
Nếu P là mệnh đề đúng, ta nói P nhận giá trị đúng và viết P = 1 hay P = T. 
Nếu Q là mệnh đề sai, ta nói Q nhận giá trị sai và viết Q = 0 hay Q = F. 
Ví dụ 
Ổ =P:"6làsốchẵn" —¬  P=l. 
» =Q:"Pans là thủ đô nước Anh” — Q=0. 
„ _R:"1 có phải là số hữu tỷ không } Không phải mệnh đề 
„ 5: "Hôm nay trời đẹp làm sao!" 3 
VI „ ^ H A À bì = T=I. 

.. T."x+2<7 s không phải mệnh đề. Ti cả S0: 

T là hàm mệnh đê. 
Chú ý - 

Các câu hỏi, các khẳng định dưới dạng tản thán hoặc mệnh lệnh 

không phải là mệnh để vì nó không có chân trị nhất định. 
1.1.2. Các phép toán trên mệnh đề 
Từ một hay nhiều mệnh đề, có thể xây dựng những mệnh đề mới ngày 
càng phức tạp hơn nhờ các phép toán lôgic phủ định, hội và tuyển sau đây: 
1. Phép phủ định 
Phú định của mệnh đề P được ký hiệu bởi ¬P hayP (đọc: “không P” 


hay "không phải P”), là một mệnh đề có giá trị được xác định bởi bảng 
chân trị sau: 
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Ví dụ 
P: “Trái đất quay”. 
¬P : “Không phải trái đất quay”, “Trái đất không quay”. 
Ta có P = 1, do đó ¬P = 0. 
2. Phép hội 


Hội của hai mệnh đề P, Ó được ký hiệu bởi PAQ (đọc: “P và Q°) là 
một mệnh đề có giá trị được xác định bởi bảng sau: 


IP] Q |PAo| 
0 


”¬=©SCŒœ=C 


1 
0 
] 


Vậy mệnh để PAQ chỉ đúng khi cả P và Q đều đúng, còn sai 
trong các trường hợp còn lại. 


Ví dụ 1 
P: “2 là số nguyên tế” 
Q: “2 là số chăn”. 
PAQ : “2 là số nguyên tổ và 2 là số chẵn”. 
Ta có P=Q= 1, do đó PAQ = I. 
Ví dụ 2 


P : “Hôm nay là thứ Hai” 
Q: “Hôm nay trời mưa” 
Mệnh đề PAQ là đúng vào hôm thứ Hai trời mưa, và là sai vào bất kỳ 


ngày nào không phải ngày thử Hai và vào ngày thứ Hai nhưng trời lại 

không mưa. 

Chú ý 

„ _ Khi nối hai mệnh đề bởi từ và để diễn đạt phép hội, thường ta bỏ bớt 
một số từ trùng lặp hoặc sửa đổi chút ít câu văn, Chăng hạn, trong 
các mệnh để sau đây, các từ trong đầu ngoặc được lược bỏ: 


“Dây đồng (đẩn điện) và đây chì dẫn điện”. 
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“An rất say mê Toán và (Án zất say mê) văn học”. 
« _ Trong những điều kiện nhất định, phép hội còn được diễn đạt bởi 


những liên từ khác như: đằng thời, nhưng, v.v... hoặc chỉ bằng một 
dấu phẩy. Ví dụ: 


“Hùng yếu Anh văn nhưng giỏi Toán” 
“Lan vừa yêu Toán vừa yếu Anh văn” 
“Chôồng cày, vợ cấy, con trâu đi bừa” (Ca đao} 


« Mặt khác, không phải bao giờ từ và cũng có ý nghĩa của phép hội. 
Ví dụ: 


“Nói và làm đi đôi với nhau” 
“Hùng có 12 cây bút màu xanh và màu vàng” 
3. Phép tuyển 


Tuyển của hai mệnh đề P, Ợ được ký hiệu bởi PvQ (đọc: “P hoặc Q) 
là một mệnh đề có giá được xác định bởi bảng sau: 


IP]Q |Pvo| 


CC 


] 
Vậy mệnh đề PvQ chỉ sai khi cả P và Q đều sai, và đúng trong các 
trường hợp còn lại. 
Ví dụ 
P; “Hùng đang đọc báo”. 
Q: “Hùng đang xem tivi”. 
Ta có tuyển của P và Q1 là PvQ : “Hùng đang đọc báo hoặc xem tỉ vi” 
PvQ là mệnh đề đúng nếu lúc này Hùng đọc báo, xem tỉ vi hay vừa đức 


báo vừa xem tí vi (1). Ngược lại nếu cả hai việc trên đều không xảy ra, 
chẳng hạn HN Hùng đang làm việc thì mệnh đề Px⁄Q là sai. 


Chú ý 


Trong ngôn ngữ tự nhiên, liên từ hoặc thường được dùng theo hai 
nghĩa. Ví dụ với mệnh đề: 
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“Cô Lan đi đến Huế hoặc Nha Trang” 
người ta có thể hiểu theo hai cách khác nhau: 
Cô Lan đi đến Huế hoặc Nha Trang và có thể đến cả hai nơi đó. 
Cô Lan đi đến Huế hoặc Nha trang và chỉ đến một trong hai nơi đó. 

Đề chính xác, khi cần thiết, người ta dùng: 
‹  P và/hoặc Q: để chỉ P hoặc Q và có thể cả P lẫn Q, và dùng kí hiệu 

v, gọi là pháp tuyển không chặt. 
» hoặc P hoặc Q: để chỉ P hoặc Q nhưng không thể cả P lẫn Q, và 

dùng kí hiệu v, gọi là phép tuyên chặt. 


Bảng chân trị của PvQ là: | P | Q | PvQ | 
010 


01 1 
1IỊ0 
Ví dụ 1| | £ 


‹ _ Thuốc này có thể gây phản ứng sốt và/hoặc nhức đầu. 

„ Cô Lan đi đền Huê và/hoặc Nha Trang. 

„ _ Cô Lan đi đên hoặc Huê hoặc Nha Trang. 

Trong giáo trình này, khi nói phép tuyển thì ta luôn hiểu đó là phép 
tuyên không chặt. 

4.1.3 Mệnh đề có điều kiện và sự tương đương lôgic 

‹, Mệnh đề có điều kiện (còn gọi là phép suy diễn hay phép kéo 
theo) 


Mệnh đề P kéo theo mệnh đề Ọ được ký hiệu bời P => Q là một mệnh 
đề có giá trị được xác định bởi bảng sau: 





Vậy mệnh đề P = Q chỉ sai khi P đúng và Q sai, còn đúng trong mọi 
trưởng hợp còn lại. 
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Trong mệnh đề P = Q thì P được gọi là giả thiết (hay nguyên nhân), 
còn Q được 9i là kết luận (hay kết quả). Thường ta còn có những cách 
đọc mệnh đề P= Q như sau: 


“P kéo theo Q”; 
“Nếu P thì Q”; 
“Q chỉ nếu P” 
Kết luận Q biểu thị điều kiện cần của P, còn giả thiết P biểu thị điều 
kiện đủ của Q. 
Ví dụ 
‹ồ  ab=c=>a=bc (ngược lại chưa chắc đúng). Vậy a/b = c là điều 
kiện đủ của a= bc. 
‹ồ Khỏe mạnh là điều kiện cần nhưng không đủ để giỏi các môn thể 
thao. 
Chú ý 
Định nghĩa của phép kéo theo trên là tông quát hơn với từ kéo theo 


trong ngôn ngữ thông thường. Ví dụ xem các phép phép kéo theo 
sau: 


a.. “Nếu hôm nay trời nắng thì chúng tôi sẽ đi xem ca nhạc ” 
b.. “Nếu hôm nay tôi ở nhà thì số 25 chia hết cho 3” 
c.. “Nếu hôm nay là thứ Năm thì số 25 là số nguyên tố” 


Ở đây ta thầy: Phép kéo theo a) được đùng trong ngôn ngữ thông 
thường, vì ở đây có mỗi quan hệ giữa giả thiết và kết luận. Phép 
kéo theo này được xem là đúng trừ phi hôm nay trời nắng, nhưng 
chúng tôi không đi xem ca nhạc. Phép kéo theo b) luôn đúng theo 
định nghĩa của phép kéo theo, vì kết luận là đúng (khi đó chân trị 
của giả thiết là không quan trọng). Phép kéo theo c) là đúng với 
mọi ngày trừ thứ Năm. 

Trong ngôn ngĩ tự nhiên, chúng ta thường: không dùng hai phép 
kéo theo b) và c) vì không có mối quan hệ giữa giả thiết và kết luận 
trong hai phép kéo theo đó. Trong suy luận toán học chúng ta xéi 
các phép kéo theo thuộc Toại tông quát hơn trong ngôn ngữ thông 
thường. Khái niệm toán học về Š phép kéo theo độc lập với môi quan 
hệ nhân - quả giữa giả thiết và kết luận. 


BI” 10 Chương 1: Cơ sở Lôgic 


2. Phép tương đương 


Mệnh đề P tương đương với mệnh đề 10, được ký hiệu bởi P © Q là 
một mệnh đề xác định bởi (P => Q)^(Q—=P). Từ đó ta có bảng chân 
trị sau: 





Chú ý 
Thường ta còn đọc mệnh. đề P © Q là “P khi và chỉ khi Q”; “P nếu 
và chỉ nếu Q”; “P là cần và đủ đối với Q” hay “Nếu P thì Q và 
ngược lạt”. 

Vi dụ 

“Một số chia hết cho 3 khi và chỉ khi nó có tổng các chữ số chia hết cho 

dc 

3. Mệnh đề phức hợp và tương đương lôgic 

Định nghĩa 1: 

Các mệnh đề được xây dựng từ một số mệnh đề ban đầu nhờ liên kết 

chúng lại bằng các phép toán lôgie (hội, tuyến, phủ định, suy diễn và 

tương đương) gọi là mệnh đề phức hợp hay công thức. Các mệnh đề 


không được XÂY 4 dựng từ các mệnh đề khác qua các phép toán lôgic gọi 
là mệnh đề sơ cấp. 


Định nghĩa 2: 


a)_ Một mệnh đề phức hợp luôn luôn có giá trị đúng được gọi là một 
hãng đúng hay định lí (đôi khi còn gọi là luật). 


b) Một mệnh đề phức hợp luôn luôn có giá trị sai được gọi là một 
hằng sai hay mâu thuẫn. 


Ví dụ 
Xét công thức: P=Q ©PvQ. 
Ta thành lập bảng chân trị của mệnh đề phức hợp này. 
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[PIgI-r[r=o[ -?v9 |'p=oervo | 


0 0 0 Í 
0 | 1 ] 


Nhìn trong bảng ta thấy mệnh đề trên luôn nhận giá trị đúng với mọi giá 
trị khác nhau của các mệnh đề sơ cấp P, Q nên nó chính là một định lí. 


Định nghĩa 3: 









a) Hai mệnh đề E và F gọi là ương đương lôgic nếu ĐNG: có 
cùng chân trị. Khi đó ta viết E=F hay E = E. 


b) Mệnh đề F gọi là hệ quả lôgic của mệnh để E nếu E => F là một 
hăng đúng. 
Chú ý 
-Ổ Mệnh đề phức hợp E và F ương đương lôgic khi và chỉ khi E © F 
là hăng đúng. 
«ồ - Trong phép tính mệnh đề, ta thường không phân biệt các mệnh đề 
tương đương lôgic. Tức là trong mệnh đề phức hợp E, nếu ta thay 


biểu thức con F bởi một mệnh đề tương đương lôgic thì mệnh đề thu 
được vẫn tương đương lôgic với E. 


Ví dụ 

Pv(Q=R)= Pv(QvR) 

{vì biểu thức con Q=> R tương đương lôgie với Qv R} 
4. Độ ưu tiên của các phép toán 


Tương tự như đối với các phép toán số học, để tránh phải đùng nhiều 
dấu ngoặc trong các biểu thức lôgic, người ta đã đưa ra một thứ tự ưu 
tiên trong việc tính toán như sau: 





Thực hiện 


Các phép toán trong ngoặc 


Phép phủ định (¬) 
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Phép tuyển (v} 


Phép suy diễn và tương đương (—, 





=) 


Trong các phép toán có cùng cấp ưu tiên, phép toán nào đứng trước 


được thực hiện trước. 
Ví dụ 


Ò - PvQ=RAS có nghĩa là (PvQ)=—=(RAS) 
*, PAQvRAS cónghña là (PAQ)v(RAS) 


1.2. Các qui luật lôgic 


Định lý sau đây sẽ liệt kê một số qui luật lôgic thường được sử dụng 


trong lập luận và chứng minh. 
Định lí 


Với P,Q, R là các mệnh đề bắt kỳ. Khi đó ta có: 


1. Luật phủ định của phủ định: (P)=P 


Các luật De Morgan: 
Luật giao hoán: 


Luật kết hợp: 


69 


Luật phân bố: 
._ Luật luỹ đẳng: 


6 

7. Luật luỹ đẳng: 

§. Luật về phần tử bù: 
9 


._ Luật thống trị: 
10. Luật hấp thụ: 


PAQ=PvQ PvQ=PAQ 
PAQ=QAaP;PvQ=QvP 
PA(QAR)=(PAQ)^R 
PA(CQvR)=(PAQ)v(PAR) 
Pv(QAR)=(PvQ)A(PvR) 
PAP=P,PvP=P 
PAP=P;PvP=P 
PAP=0;PvP=t 

PA0=0; Pvl=l 
PA(ŒPvQ)=P; Pv(PAQ)=P 


11. Luật chứng minh phản chứng thứ nhất: P=>Q=Q=P 


12. Luật chứng minh phản chứng thứ hai: 


PSQ=PAQ 
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Chứng minh 

12 luật trên có thể kiểm tra dễ dàng bằng cách lập bảng chân trị 2 về của 
tương đương lôgIc. 

Ví dụ 1 

Chứng minh ((PAQ) = R) = (P= (Q= R)) 

Giải. 

Chúng ta có thể dùng bảng chân trị để chứng minh sự tương đương 


lôgïc của các mệnh đê trên. Tuy nhiên, thay vì thế, ta sẽ phát triển một 
chuỗi các tương đương lôgic.Ta có 


(PAQ)=R = PAQvR 


= (Pv Q) vR 
= Pv(QvR) 
= Pv(Q—=R) 
= PS(Q>R)UH 
Ví dụ 2 
Chứng minh mệnh để sau là một mệnh đề hằng đúng: 
(fSQ)^P)>Q 
Giải. 
Ta có 


(P>Q)^P)=Q= (P=Q)APvQ 
=(P=SQvP)vQ 
=(P=Qv(PvQ) 


=(P5Qv(P=@) 
„=1 
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1.3. Vị từ và lượng tử 
1.3.1. Hàm mệnh đề 


Ở trên ta đã xét các mệnh đề mà giá trị của chúng có thể xác định ngay 
đúng hoặc sai. Trong mục này ta xét loại mệnh đê mà giá trị của nó phụ 
thuộc vào các giá trị khác nhau lẫy từ một tập nào đó. Ví dụ, các khăng 
định có liên quan đến các biến như: 


“x<3” và “x=y_—-2” 


rất thường gặp trong các khẳng định toán học và trong các c chương trình 
máy tính. Các câu này không đúng cũng không sai khi mà các biên còn 
chưa được cho những giá trị xác định. 


Khăng định “x nhỏ hơn 3” có hai bộ phận. Bộ phận thứ nhất là biến x, 
chủ ngữ của câu. Bộ phận thứ hai “nhỏ hơn 3” là vị ngữ, nó cho biết 
tính chất mà chủ ngữ có thể có. Ta có thể kí hiệu khẳng định “x nhỏ hơn 
3” là P(x), với P kí hiệu vị ngữ “nhỏ hơn 3” và x là biên. Người ta cũng 
nói P{(x) là giá trị của hàm mệnh đề P tại x. Một khi biến x được gán cho 
một giá trị, thì khăng định P(x) sẽ có giả trị chân lý. Chẳng hạn P(@)- 
tức là khăng định “2 nhỏ hơn 3” là đúng. Tuy nhiên P(5) - tức khẳng 
định “5 nhỏ hơn 3” là sai. 


Tương tự, với khẳng định có hai biến như Q(x,y) = “x = y - 2”, trong đó 

x, y là các biến. Khi các biến x và y được gán cho Ï giá trị xác định, 

khăng định Q(x,y) sẽ có giá trị chân lý. 

Định-nghĩa. 

Hàm mệnh đề là một khẳng định P(x, y,...) trong đó có chứa một số 

biến x, y,. .. lấy giá trị trong những tập hợp cho trước A, B,... sao cho: 

„«ồ Bản thân P(x, y,...) không phải là mệnh đề. 

-ồ — Nếu thay x, y,... bởi các giá trị cụ thể a e A, b e B,... ta sẽ được 
một mệnh đề. 

Ví dụ 1 

Pí(n) =“n là một số nguyên tố” là hàm mệnh đề theo biến n e N. 


Với n= 2, 7 ta được các mệnh đề đúng P(2), P(Œ7); còn với n = 4, 6, 9 ta 
được các mệnh đề sai P(4), P(6), P(9). 
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Ví dụ 2 l 

Q(x, y) = “x = y + 3” là một hàm mệnh đề theo 2 biến x, y e R. Xác 
định chân trị của các mệnh đẻ Q(1, 2) và Q(3,0). 

Giải. 

Ta có 

Q(1,2)=”1 =2 + 3” là mệnh đề có giá trị sai. 

Q@, 0) = “3 =0 + 3” là mệnh đề có giá trị đúng. 

1.3.2. Vị từ và lượng tử 

Khi tất cả các biến trong một hàm mệnh đề đều được gán cho giá trị xác 
định, thì mệnh để tạo thành sẽ có giá trị chân lý. Tuy nhiên, còn có một 
cách quan trọng khác đề biên các hàm mệnh đê để thành các mệnh đề, 
mà người ta gọi là sự lượng hóa, đó là lượng tử chung (cũng quen gọi là 


lượng tử “với mọi”) và lượng tử riêng (cũng quen gọi là lượng tử “tôn 
tại”). 


Định nghĩa: 

Giả sử P{x) là một hàm mệnh đề theo biến x e A. 

ÖỔ VXe€A, P(x) (đọc: “với mọi xeA, P(x)”) là một mệnh để, nó nhận 
giá trị đúng khi và chỉ khi với phân tử bât kỳ a œ À ta có P(a) = I. 

+  dxeA, P(x) (đọc: “tồn tại xeA, P(x)”) là một mệnh đề, nó nhận giá 
trị đúng khi và chỉ khi tồn tại a e A để P(a) = I. 

Các toán tử V, 1 được gọi là các lượng tử. V được gọi là lượng fứ 


chung (hay lượng tử với mọi), 3 được gọi là lượng tử riêng (hay lượng 
tử tôn tạj). Mệnh đề có chứa các lượng tử được gọi là vị fừ. 


Nếu A là một tập hợp hữu hạn n phần từ: A = {ai, aạ,..., an} thì 

VxeA, P(x) tương đương với mệnh đề P(an) A P(a;) ^ ... A P(an). 

3xeA, p(&) tương đương với mệnh đề P(a) v P(a;) v... v P(an).. 

Ví dụ 1 

Mệnh đề “với mọi số nguyên n ta có 2n + I là một số lẻ” có thể viết: 
vneZ, 2n+ I1lẻ 

và mệnh đề này có giá trị đúng. 
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Ví dụ 2 

Mệnh đề “tồn tại số thực x để In? —3)= 0” có thể viết: 
3xeR, In(x? - 3) =0 

và mệnh đề này có giá trị đúng. 

Định lï (sự hoán vị các lượng tử) 


Nếu PỌ, y) là một hàm mệnh để theo hai biến x  A, y e B thì các 
mệnh đề sau là hằng đúng: 
a) [VxeA, VyeB, P(x,y)) © [VyeB, VxeA, P(xy)] 
b) [3xeA, 3yeB, P(x,y)] © [3yeB, 31xeA, P(x,y)] 
c) [3xeA, VyeB, P(x,y)] = [VyeB, 3xeA, P(xy)] 
Từ định lý trên ta có kết quả sau: Trong vị từ của hàm mệnh đề nếu ta 
hoán vị hai lượng tử đứng cạnh nhau thì: 
« Mệnh đề mới vẫn còn tương đương lôgic với mệnh đề cũ nếu hai 
lượng tử này cùng loại. 


‹ Mệnh để mới sẽ là một hệ quả lôgic của mệnh đẻ cũ nếu hai lượng 
tử trước khi hoán vị có dạng 3V. 


Chú ý 


Mệnh đề đảo của c) không nhất thiết đúng trong trường hợp tổng quát. 
Thật vậy, ta hãy xem một ví dụ: Gọi P{(x,y) = “x + y = 1” (, y là bai 
biến thực). 


Nếu thay y = b e R tuỳ ý thì ta có thể chọn x = 1 - b để x + b =l nên 
mệnh đề “3xeR: x + b = 1” là đúng. Điều nảy chứng tỏ mệnh đề 
“VyeR, 3xeR, x + y= I” là đúng. 


Ngược lại, nếu thay x = a tuỳ ý, ta có thể chọn y = -a để a + y= 0 # Ì 
nên mệnh đề “VyeR, a + y = I” là sai. Điều này chứng tỏ mệnh đề 
“3xeR, VyeR,x+ y= I” là sai. 


4.3.3. Phủ định của vị từ 

Định lí 

Nếu P(x) là hàm mệnh đề xác định trên tập A, ta có: 
a) VxeA,P(x) =3xe A,P@œ). 
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b) 3xeA,P(x)=VxeA,P(x). h ` 
Chứng minh 


a) Mệnh đề Vx e A,P(x) nhận giá trị đúng = VxeA, P(x) nhận giá 
trị sai 


=tồn tạix=aeA đểP(a)sai=3xeA, P(@&) đúng. 
Vậy a) là mệnh để hằng đúng L] 

Khẳng định b) chứng mỉnh tương tự. 

Ví dụ 
Phủ định của mệnh đề “3xeR, xˆ < 0” là mệnh đề “*VxeR, xŸ > 0. 

Chú ý 

Từ định lí ở (1.3.3), ta có thể tổng quát hóa cho hàm mệnh đề P(xị, 
X2»..., xạ) theo n biến Xịt, X¿;...; Xa (n > 1); Phủ định của vị từ nhận được 
bằng cách thay thế lượng tử V bởi lượng tử 3, lượng tử 3 bởi lượng tử 


V, và hàm mệnh đề P(xị, %¿,..., xạ) thành phủ định của nó 
P(XỊI;Xa,..., Xu}. 


Hệ quả 
3) Vx,(P(x)= Q()) = 3x,(P(x) AQ()). 
b) 3x.(P() = QŒ)) = Vx.(P(Œ) ^ Q0)). 
Ví dụ 
Một hàm thực liên tục tại xọelR được định nghĩa bởi: 
Ve>0, 38>0, VxeR, (|x~xạ|< 8)=> (|fŒ%)—f(xạ)|< e) 
Lấy phủ định ta sẽ được định nghĩa của hàm không liên tục tại xạ: 
3e>0, Võ>0, 3xeR, (|x= xạ|< 8)^(|f(x)—f(xạ)|> e). 
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1.4. Suy luận toán học 
1.4.1. Suy luận và quy tắc suy diễn 


Suy luận là rút ra mệnh đề mới từ một hay nhiều mệnh đề đã có. Mệnh 
đề đã có được gọi là giả thiết hay tiền để, mệnh đề mới được gọi là kế 
luận. 

Ví dụ 


Bạn đang đi xe máy dọc đường. Bỗng nhiên xe TT máy. Bạn xuống 
xe kiểm tra thấy xăng vẫn còn nhiều. Bạn đắt xe vào một tiệm sửa xe 
máy, chắc bị trục trặc ở một bộ phận nào của xe máy. Hành động đó của 
bạn đựa trên một suy luận như sau: 


Xe hết xăng hoặc một bộ phận nào đó của xe bị hỏng. 

Nhưng xe vẫn còn xăng. 

Vậy: Một bộ phận nào đó của xe bị hỏng. 

Trên đây là một ví dụ về suy luận diễn dịch (hay suy diễn), là suy luận 


theo những qui tắc tổng quát, xác định rằng nếu các tiền đề là đúng thì kết 
luận rút ra cũng phải đúng. 


Trong một chứng minh toán học, xuất phát từ một số khẳng định đúng 
P\, Pa,..., Pa gọi là giả thiết, các qui tắc Suy diễn được áp dụng để suy ra 
chân lý của một khăng định Q là hệ quả lôgic của Pị A P¿ ^.... A Pa, hay 
nói cách khác công thức 


PIAP¿^...APa=>Q 


là một hằng đúng. 

Ta thường mô hình hoá phép suy diễn trên thành sơ đồ sau: 
Pì 
Pa 
Pa 





-.Q 
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Khi dùng kí hiệu này ta muốn nhần- mạnh đến các khía cạnh của lập 
luận: Giả thiết Pq, Pạ,..., Pạ được viết trên gạch ngang; dưới dâu gạch 
ngang viết kết luận Q, kí hiệu - . thay cho “vậy thï” trong lập luận. 


Sau đây là một số qui tắc suy điễn thường dùng mà chân trị có thế kiểm 
tra dễ dàng bằng cách lập bảng chân trị. 


1. Qui tắc Modus Ponens (phương pháp khẳng định) 
Qui tắc này được thể hiện bởi hằng đúng 
[PSQ)^P]=Q 
hoặc dưới dạng sơ đô 
P5Q 
P 
-Q 


Trong cuộc sống hàng ngày, ta thường hay sử dụng qui tắc suy diễn 
này. 


Ví dụ 1 
Tục ngữ của Việt Nam có câu: 
Trăng quảng trời hạn, trăng tán trời mưa. 


Vì vậy khi thấy trăng tán người ta nghĩ ngay đến dấu hiệu của trời mưa, 
tức là đã suy luận theo qui tắc modus ponens như sau: 








Nếu trăng tán thì trời mưa P=Q 
mà trăng tán l P 
Kết luận: Trời mưa .Q 
Ví dụ 2 
Nếu Lan lười học thì sẽ không đạt môn Toán rời rạc P=Q 
mà Lan lười học P 
Kết luận: Lan không đạt môn Toán rời rạc .Q 
Lưu ý 


Trong suy luận, người ta có thể đảo thứ thự của hai tiền đề. Chẳng hạn, 
ở ví dụ 2, ta thường nói: 
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Lan lười học. 

Mà nếu Lan lười học thì sẽ không đạt môn Toán rời rạc. 

Vậy Lan không đạt môn Toán rời rạc. 

2. Qui tắc Modus Tollens (phương pháp phủ định) 
Qui tắc này được thể hiện bởi hằng đúng 
[P=9)^ Q1=P 
hoặc dưới dạng sơ đồ 

P>Q 


Q 
„.P 
Ví dụ 
Nếu Hùng chăm học thì Hùng đạt môn Toán rời rạc P=Q 


Hùng không đạt môn Toán rời rạc Q 





roi 


Kết luận: Hùng không chăm học 
3. Tam đoạn luận (Syllogism) 

Qui tắc này được thẻ hiện bởi hằng đúng 

[PP =Q)A(Q=R)]=(P=R) 
hoặc dưới dạng sơ đô 

P=Q 

Q—=R 

.PSR 

Ví dụ 1 
Nếu chúng ta đoàn kết thì chúng ta mạnh P=>Q 
Nếu chúng ta mạnh thì chúng ta đánh thắng mọi kẻthù  Q => R. 
Kết luận: 


Nếu chúng ta đoàn kết thì chúng ta đánh thắng mọi kẻ thù -.P = R 
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Ví dụ 2 
Một xe máy rẻ thì khó kiếm 
Cái gì khó kiếm thì đắt 
Kết luận: Một xe máy rẻ thì đắt 


Tam đoạn luận trên hoàn toàn hợp lôgic. Tuy nhiên kết luận mâu thuẫn 
là do dựa trên một tiền đẻ sai (!). 


4. Qui tắc mâu thuẫn (chứng minh bằng phản chứng) 
Qui tắc này được thể hiện bởi tương đương lôgic 
P=Q= [ŒAQ)=0] 


Qui tắc này cho phép ta chứng minh (P A Q) = 0 thay cho P = Q. Nói 
cách khác nếu thêm giả thiết phụ Q vào giả thiết P cho trước mà dẫn 
đến một mâu thuẫn thì Q là hệ quả lôgic của P. 
Ví dụ 
Hãy sử dụng phương pháp phản chứng thở chứng minh sau: 
PE—=R 
P=Q 
Q=>s5 
-„R =S 
Phủ định của kết luận sẽ tương đương với: 
RvSœRAS 
Do đó, ta thêm vào các tiền đề hai giả thiết phụ R, Svà sẽ đi chứng 
minh suy luận sau là đúng: 
PESR 
P=Q 
Q=s§ 


. |2! | 


Ta có các bước sau đây: 
P9 
Q=sS 
-.P. =S (tam đoạn luận) 
mà S 


Ai (P) (qui tắc Modus Tollens) 
hay tương đương P 
mà P=R 

-.Rˆ (qui tắc Modus Ponens) 

Kết luận R cùng với giả thiết phụ R cho ta: 

RAR©0 
Vậy ta có điều phải chứng minh: 
1.4.2. Một số phương pháp chứng minh toán học 


Các phương pháp chứng minh trong toán học là các trường hợp riêng 
của việc áp dụng các qui tắc lôgic vào quá trình suy luận toán. 


4. Phương pháp chứng minh trực tiếp 
Để chứng mình mệnh đề đúng có dạng 
E=E 
ta xây dựng một đãy các hệ quả lôgic sau: 
E=E\, Eị = Eạ,..., Enai — Ea, Ea — F. 
Áp dụng qui tắc Modus Ponens ta có 
E, E= E\ đúng thì E¡ đúng 
Ei, Eị — E¿ đúng thì Eạ đúng 
Ea, Ea =© F đúng thì F đúng 
Tức là từ E đúng, suy ra F đúng. 
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Ví dụ 4 : 

Chứng minh rằng nếu n chia hết cho 3 thì nˆ chia hết cho 9. 

Giải: 

Giả sử n chia hết cho 3 —= n = 3k, keZ, — nŸ = 9k2 — nŸ chia hết cho 9. 
Ví dụ 2 ` 


Chứng minh rằng nếu n là số nguyên tổ lớn hơn 5 thì n? — 1 chia hết cho 
24. 


Giải: 
Xây dựng chứng minh: 
1.n là nguyên tố và n > 5 — n-1, n+1 là các số chẵn 
2.n-1 và n+1 là hai số chẵn liên tiếp — (n-1)(n+1) chia hết cho 8 
3.n, n-], n+1 là ba số tự nhiên liên tiếp = n(n-1)(n+1) chia hết cho 3 
4. n là nguyên tố lớn hơn 5 = n không chia hết cho 3 
5. Từ (3) và (4) ta có (n-L){n+1) chia hết cho 3 
6.n nguyên tố và n > 5 = (n-1I)(n+1) chia hết cho 3 và chia hết cho 8 
7. Số 3 và 8 là hai số nguyên tổ cùng nhau 
8. Từ (7) —= (n-1)(n+1) chia hết cho 8x3=24 
9.n là nguyên tổ và n > 5 = nỶ — 1 chia hết cho 24. 
2. Phương pháp chứng minh gián tiếp 
Để chứng minh mệnh đề đúng có dạng 
P=Q 
ta có thể chứng minh Q => P đúng, vì 
P>Q=Q=P. 
Phương pháp chứng minh này gọi là chứng minh gián tiếp. 
Ví dụ 1 
Chứng minh rằng nếu 3n+1 (neZ2 là số chẵn thì n lẻ. 
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Giải. 

Giả sử n là số chẵn = n = 2k, keZ, = 3n+1 = 3(2k) + l = 6k + 1 là số 
lẻ 
Ví dụ 2 

Chứng minh rằng nếu pŸ là bội số của 3 thì p là bội số của 3. 
Giải. 

Giả sử p không phải là bội số của 3 — p = bs3 + I 

















= pÝ = (bs3 + L) = bs3 + 1 => pˆ không phải là bội số của 3 L] 
3. Phương pháp chứng minh phản chứng 
Phương pháp phản chứng đựa trên qui tắc mâu thuẫn: 


(PSQ)=ŒAQ=0) 
Như vậy, để chứng minh mệnh đề đúng có dạng 
P=5Q 


ta có thể chứng minh bằng phản chứng rằng giả sử P đúng nhưng Q lại 
sai, khi đó ta sẽ nhận được mâu thuần. 


Ví dụ 


Chứng mình rằng nếu n là số nguyên tố lớn hơn 5 thì nˆ — I chia hết cho 
24. 


Giải. 
Các bước lập luận sẽ là: 
I. Giả thiết n là số nguyên tố > 5, nˆ - 1 không chia hết cho 24. 
nỶ~ 1 =(n-1)(n+1). 
-1, n+1 là 2 số chẵn liên tiếp nên tích (n-1)(n+1) chia hết cho 4. 
nẺ -I không chia hết cho 24 nên nỶ -1 không chia hết cho 6. 
Suy ra nˆ -L không chia hết cho 2 hoặc không chia hết cho 3. 


DU TY lên Vượt TẾ Xxệ 


Hs" hai trường hợp: 


° Nếu nˆ— không chia hết cho 2 thì n-I và n+1 là hai số lẻ suy ra n 
là số chẵn. Vậy n không là số nguyên tổ lớn hơn 5. 
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-Ổồ Nếun—1 không chia hết cho 3 thì n phải chia hết cho 3, vì (n- 
1)n(n+1) chia hết cho 3 (ba số tự nhiên liên tiếp).Vậy n không là số 
nguyên tố lớn hơn 5. 


7. Từ (@ Suy ran không là số nguyên tố lớn hơn 5. Điều này mâu 
thuẫn với giả thiết [1 


4. Phương pháp quy nạp 


Phương pháp quy nạp có vai trò rất quan. trọng trong toán học, và 
thường được sử dụng để chứng mình đôi với những mệnh đề toán học 
có liên hệ chặt chẽ với tập hợp các số tự nhiên. 


Nguyên lý qui nạp: 

Mệnh đề Vn e N, P(n) là hệ quá của mệnh đề 
P() ^[Vn eN, P(n) — P(n+!)] 

Phương pháp chứng minh bằng qui nap: 


Theo nguyên lý trên để chứng minh P(n) đúng với n e ÑN tuỳ ý, ta thực 
hiện 2 bước: 
«‹ _ Bước 1 (cơ sở): kiểm chứng để khăng định P(0) đúng. 


«ồ Bước 2 (qui nạp): giả sử với n e€N tuỳ ý, P(n) đúng. Ta chứng 
minh P(n+1) đúng. 


Nguyên lý qui nạp trên có thể bắt đầu từ nọ e N: nghĩa là : 
[Pí(n) ^ [Vn > nọ, P(n) > P(n†1)]] => [Vn > nọ, P(n)] 
Chú ý 


Trong quá trình qui nạp nếu không thực hiện đầy đủ cả hai bước cơ sở 
và quy nạp, thì có thể đân đến kết luận sai lầm. Chẳng hạn, đo bỏ qua 
khâu quy nạp nên nhà toán học Pháp P. Fermat (1601 — 1665) đã cho 


rằng các số dạng 2?” +1 đều là số nguyên tố. 

P. Fermat xét 5 số đầu tiên: 

.‹ồ Vớin=0cho 2” +I=2! +1=3 là số nguyên tố. 

‹ Vớin=lcho 2? +I=2?+l=5 là số nguyên tố. 

.„ Vớin=2cho 2? +1=2'+1=17 là số nguyên tố. 
. Vớin=3 cho 2? +I=2Š+1=257 là số nguyên tố. 
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. Vớin=4cho 2 +1=2!5 +1= 65537 là số nguyên tố. 
Nhưng vào thế kỷ 18, Euler đã phát hiện với n = 5 khẳng định trên 
không đúng, bởi vì: 


2? +1= 2? +1 = 4294967297 = 641x6700417. 


Ví dụ 1 
Chứng minh Vn e N ta có: 
0+1+..+n “DU DU, 
2 
Giải: 
nín+l) 


Xét P(n): 0 +1+...+n= 


Bước cơ sở: Khi n = 0 thì P(0) là mệnh đề: 0 = =- Về phải của đẳng 
thức trong mệnh để tính ra bằng 0, nên P(0) đúng. 
Bước qui nạp: Giả sử P(n) đúng với n e N tuỳ ý: 


0+1+..+n= "a+) 
2 
Khi ấy 
0+1+..+n+(m1)= E2 J4 1S cm? 


nghĩa là P(n+1) đúng. 

Do đó theo nguyên lý qui nạp ta có điều phải chứng minh. 

Vi dụ 2 

Cô Lan cằm một tờ giấy và lấy kéo cắt thành 7 mảnh, sau đó nhặt một 
trong những mảnh giây đã cắt và lại cắt thành 7 mảnh. Và cô Lan cứ 


tiếp tục cắt giấy như vậy. Sau một hồi cô Lan thu tất cả các mẫu giấy đã 
cắt và đếm được 122 mảnh. Hỏi xem cô Lan đếm đúng hay sai? 
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Giải: 


Với mỗi lần cắt I mảnh giấy thành 7 mảnh, tức là tạo thêm 6 mảnh. Do 
đó công thức tính số mảnh giấy sau n bước thực hiện cắt 1 mảnh thành 
7 mảnh có đạng: 


St =8 #1: 
Ta khẳng định tính đúng đắn của công thức S(n) bằng qui nạp theo n. 


Bước cơ sở: Khi n = 1 thì S(1) = 6.1 + 1 =6 + I =7. Trong trường hợp 
nảy cô Lan cắt mảnh giầy có trong tay thành 7 mảnh nên S(1) đúng. 


Bước qui nạp: Giả sử sau k bước cô Lan đã nhận được số mảnh giấy là: 
S(Œ) = 6k + 1. 


Sang bước k + 1, cô Lan lấy một trong những mảnh giấy nhận được 
trong k bước trước và cất thành 7 mảnh, tức là cô Lan đã lây đi một 
trong S(k) mảnh và thay vào đó 7 mảnh được cắt ra, do đó: 


S(k+1)=S(k)—- I+7=6k+I—1+7=6k+7 

=6k+6+l=6(k+1) + 1. 

nghĩa là S(k+1) đúng. 

Vậy số mảnh giấy cô Lan nhận được sau n bước cắt là S(n). 

Do S(n) = 6n + 1 = I(mod 6), nhưng 122 = 6.20 + 2 = 2(mod 6). Vậy cô 
Lan đã đếm sai. 

1.4.3. Đệ quy và ứng dụng 


Đôi khi chúng ta rất khó định nghĩa một đối tượng một cách tường 
minh, nhưng có thể định nghĩa đôi tượng này qua chính nó. Kỹ thuật 
này được gọi là đệ quy. Chẳng hạn, trong thực tế chúng ta thường gặp 
những trường hợp phải định nghĩa một dãy vô hạn các phần tử. Thay vì 
phải viết tắt cả các phần tử này ra, người ta có thể chỉ ra một quy luật 
xác định phần tử bất kỳ của dãy này. 


Ví dụ, n† là tích của n số tự nhiên đầu tiên. Chúng ta không thể viết hết 
được, thậm chí các giai thừa của 100 số đầu. 


Nhưng chúng ta lại có thể định nghĩa F(n) = n! như sau: 
F()= 1 
F(n+1) = (n+1)F(n) 
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Rõ ràng khi áp dụng nhiều lần ta sẽ có: 
F(n+1) = (n+1)F(n) = (n+1)nF{n-l) =... = (n+l)n...2.1 = (n+1)! 


Như vậy, ta có thể nói một đối tượng là đệ quy nếu nó bao gồm chính 
nó như một bộ phận hoặc nó được định nghĩa dưới dạng của chính nó. 


Ta có thể sử dụng đệ quy để định nghĩa các dãy số, hàm số và tập hợp. 
Chăng hạn, để định nghĩa một hàm xác định trên tập các số nguyên 
không âm, chúng ta cho: 


1. Giá trị của hàm tại n = 0, 
2. Công thức tính giá trị của nó tại số nguyên n từ các giá trị của nó 
tại các số nguyên nhỏ hơn. 
Định nghĩa như trên được gọi là định nghĩa đệ quy. 
Ví dụ 1 
Giả sử hàm f được định nghĩa đệ quy như sau: 
F(0) =3, f(n+1) = 2f{n) + 3. 
Hãy tìm K1), 2) và 3). 


Giải. 

Từ định nghĩa đệ quy ta có: 
fI)=2f0) +3=2.3+3 =9. 
f2)=21)+3=2.9+ 3 =21. 
f3) = 22) + 3=2.21 +3 =45. 

Ví dụ 2 


Hãy cho định nghĩa đệ quy của hàm F(n) = a", trong đó a là một số 
thực khác không và n là nguyên không âm. 


Giải. 

Ta có a? = I và a"*t = a ah, 

Do đó ta có thể đưa ra định nghĩa đệ quy của hàm F(n) = a” như sau: 
I. F(0)=l, 
2. F(n†l)=a.F(n). 
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Ví dụ 3 : 
Giả sử tập ÀA được định nghĩa đệ quy như sau: 
1l. 3A, 
2. x+yeAnễuxeAvàyec A. 
Chứng minh rằng A là tập các số nguyên đương chia hết cho 3. 
Giải. 
Gọi B là tập các số nguyên dương chia hết cho 3. Để chứng minh A = B 
ta sẽ chứng minh Á c B và B c A. 
Chứng minh B c A: Gọi P(n) là mệnh đề “3n e A”. 
Ta có P(1) đúng, vì theo định nghĩa đệ quy của A. 
Giả sử P(n) đúng, tức là 3n e A, ta chứng minh P(n+1) đúng. Thật vậy, 


vi 3 e A và 3n e À nên theo định nghĩa ta có 3 + 3n = 3(n+l) e A => 
P(n?1) đúng. 


Theo quy nạp toán học mọi số có dạng 3n, với n nguyên dương, thuộc 
A, hay nói cách khác B c A. 


Chứng minh Á c B: Ta có 3 A, hiển nhiên 3 chia hết cho 3 nên 3 e B. 
Tiệp theo ta chứng minh mọi phân tử của A được sinh ra theo quy tắc 
thứ hai của định nghĩa cũng thuộc B. Giả sử x, y là hai phân từ của A, 
cũng là hai phần tử của B. Theo định nghĩa của A thì x + y e A và vì x 
và y đều chia hết cho 3 nên x + y cũng chia hết cho 3 => x + y e B => A 
cB.Li 
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BÀI TẬP CHƯƠNG 1 (CƠ SỞ LÔGIC) 


Bài 1 Trong các khẳng định sau, cho biết khẳng định nào là mệnh đề : 
a) 6 là một số nguyên tố. 
b) Cô ta rất thông minh. 
c) Tam giác cân có hai cạnh bằng nhau. 
đ) Hãy làm bài tập Toán cao cấp đi! 
e) Nếu bạn đến trễ thì tôi sẽ đi học trước. 
ƒ)_ x là một số lẻ. 
ø) Bạn có thích xem bóng đá không ? 
Bài 2 Gọi P, Q là các mệnh đề : 
P: “Hùng thích bóng đá” 
Q: “Hùng ghét nấu ăn” 
Hãy viết lại các mệnh đề sau dưới dạng hình thức trong đó sử dụng các 
phép nôi. 
a)_ Hùng không thích bóng đã lẫn nấu ăn. 
b) Hùng thích bóng đá nhưng ghét nấu ăn. 
—€) Hùng thích bóng đá hay Hùng vừa thích nấu ăn vừa ghét bóng đá. 


d) Hùng thích bóng đá và nấu ăn hay Hùng ghét bóng đá nhưng 
thích nâu ăn. 


Bài 3 Xét chân trị các mệnh đẻ sau: 
a) (J2<1)A(1<3) 
b) (2†4=6)v(log;l<0) 
© (>5)Ð(S5+4<@) 
Bài 4 Hãy lấy phủ định các mệnh để sau: 
a) Nếu x” là một số nguyên thì x là một số nguyên. 


b) Nếu ngày mai thứ tư thì hôm nay phải thứ hai. 
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c) Tôi không thể ngủ nếu tôi đói bụng. 


đ) Nếu Lan dậy sớm ngày mai và đi học thì Lan đã không ngủ hôm 
qua. 


e) Mọi tam giác đều có các góc bằng 600. 
f) Tuôi của Tuấn khoảng từ 15 đến 20. 
Bài 5 Xác định chân trị của các mệnh để sau : 
a) Nếu2+5=6thì 2+4= 10 
b) Nếu2x4=8 thì 5-2=3 
€) Nếu1+2=3thì l+3=5 
Bài 6 Lập bảng chân trị cho các mệnh đề phức hợp sau : 
a) P =(PvQ) 
b).P =(QvR) 
cìị Pv(QAR) 
d) (PvQ)AR 
e) (PAQ)©(QAR) ^ (Q) 
Bài 7 Hãy chỉ ra các hằng đúng trong các công thức sau: 
a) (PvQ) = ŒAQ) 
b) (PAQ) = (PvQ) 
cì P(Q =P) 
d) P(P=Q) 
e) P>Q)=[(Q>R)= (2 R)] 
Bài 8 Chứng minh các tương đương lôgic sau : 
a) P=(Q=P)) = vR) 
b) (PAQ)vQ = PvQ 
e) P=Q) = (Q=P) 
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d) (PAQ) = R)= (P = (Q= R)) 
Bài 9 Chứng minh mệnh đề phức hợp sau là hằng đúng : 
[R=S) ^ [R=S) = (TvU)]] => (TvU) 


Bài 10 Ba sinh viên A, B, C bị nghỉ là đã gian lận trong bài thi. Khi bị 
thây hỏi thì họ khai như sau :- 


A : "B đã chép bài và C vô tội” 
B: "Nếu A có tội thì C cũng có tội" 
C: "Tôi vô tội" 
Hãy trả lời các câu hỏi sau : 
a) Nếu A đã nói thật và B nói láo thì ai vô tội và ai đã chép bài 7 
b) Nếu mọi người vô tội thì ai đã nói thật và ai nói láo ? 
c) Nếu A nói láo và B, C nói thật thì ai có tội ? 
Bài 11 Các cặp mệnh đề sau đây có phải là phủ định của nhau không: 
a) 2>3; 3>2. 
b) x lả số âm; x là số đương. 
c) phương trình x + 5 = 2 có nghiệm; phương trình x + 5 = 2 vô 
nghiệm. 
đ) có một số là ước của 15; có một số không phải là ước của 15. 
Bài 12 Cho biết suy luận nảo trong các suy luận dưới đây là đủng và qui 
tắc suy điển nào đã được sử dụng? 
a) Điều kiện đủ để đội bóng chuyền Việt Nam thắng trận là đối thủ 
đừng gỡ lại vào phút cuôi 
b 


c) Vậy đối thủ của đội bóng chuyền Việt Nam không gỡ lại vào 
phút cuôi. 


` 


Mà đội bóng chuyền Việt Nam đã thắng trận 


d) Nếu An siêng học thì An được xếp loại giỏi 
e) Mà An không được xếp loại giỏi 
_ Vậy An không siêng học 
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ø) Nếu Hùng thi đỗ đại học thì Hùng sẽ được thưởng một xe máy 
Nếu dược thưởng xe máy Hùng sẽ đi Vũng Tàu 
Do đó nếu thi đỗ đại học Hùng sẽ đi Vũng Tàu. 
Bài 13 Dùng các qui tắc suy diễn để suy ra khẳng định sau là đúng: 
PAQ =PvQ. 
Bài 14 Xét các mệnh đề phức hợp sau: 
E=[PA(QA^R)] v ¬[P v(Q^ R)] 
E=[PA (QvR)] v ¬[P v(Q vR)] 
Khẳng định E — F đúng hay sai? 


Bài 15 Xét hàm mệnh đề P(x) = "x? - 3x + 2 = 0”. Cho biết chân trị của 
các mệnh đề sau: 


a)P() b)P(J) c)P)3 dd) 3x P(@œ) e) Vx, P(x) 
Bài 16 Xét các hàm mệnh đề theo biến thực x: 

P(@) : x” - 5x+6=0 

Q(): x” - 4x - 5=0 


RŒ):x>0 

Hãy xác định chân trị của các mệnh đề sau: 
a) Vx, P(x) = R(x); b) Vx, Q(x) > ¬R(@&); 
c) 3x, Q(x) > R(); d) 3x, P(x) — ¬R(x); 


Bài 17 Với mỗi mệnh để dưới đây, cho biết chân trị. Phủ định kèm theo 
có đúng không? Nêu không hãy thay băng phủ định đúng. 
a) Với mọi số thực x, y nếu x? > yŸ thì x > y. 
Phủ định : tổn tại số thực x, y sao cho x? > y nhưng x < y. 
b) Tổn tại hai số nguyên lẻ có tích là số lẻ. 
Phủ định : tích của hai số lẻ bất kỳ là số lẻ. 
c) Bình phương của mọi số hữu tỉ là số hữu tỉ. 


Phủ định : tổn tại số thực x sao cho nếu x vô tỉ thì x2 vô tỉ. 
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Bài 18 Lây phủ định của các mệnh đề-sau : 
a) Các sinh viên khoa Tin học đều có máy tính tại nhà. 
b) Với mợi số nguyên n, nếu nỶ chia hết cho 4 thì n chia hết cho 4. 
c) Nếu x là một số thực sao cho x? >4 thì x <-2 hay x>2. 
đỳ Với mọi số thực x, nếu |x-1 |<4 thì-2<x<6. 
Bài 19 Viết mệnh đề phủ định của các mệnh đề dưới đây: 
a) VxeR:xzx 
bỳ 3y eZ:y=siny 
c) 3x ceR,3yeR:y<3”-~2 


Bài 20 Gọi Pœ) và Q(x) là hai vị từ theo một biến, hãy lây PP định và 
đơn giản các mệnh đê sau: 


a) 3x, P(x)vQ() 
b) Vx, P(x)A Q(x) 
e) 3x, [P(&«)vQ()] = P@œ) 
Bài 21 Trên tập hợp số thực cho 3 hàm mệnh đề: 


a)} P(a) = “phương trình x Đề =a không có nghiệm”. 
x 


b) Q(a) = “Đẳng thức va? ~6a +9 =3~a đúng”. 


c) R(a)= “Bất đẳng thức .. >3 đúng với mọi x”. 
+ 


Tìm những giá trị của a sao cho chỉ có hai trong ba hàm mệnh đề 
trên đúng? 


. Bài 22 Phát biểu các định lý sau, sử dụng khái niệm “điều kiện đủ”. 
a) Nếu hai tam giác bằng nhau thì chúng có diện tích bằng nhau. 


b) Trong mặt phẳng, nêu hai đường thắng phân biệt cùng vuông góc 
với một đường thắng thứ ba thì hai đường thắng ấy song song. 


c) Nếu một số tự nhiên tận cùng bằng chứ số 0 thì nó chia hết cho 2. 
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Bài 23 Phát biểu các định lý sau, sử-đụng khái niệm “điều kiện cần”. 
a) Nếu a=b thì a? = bŸ 


b) Nếu hai tam giác bằng nhau thì chúng có các góc tương ứng 
bằng nhau. 


c)_ Nếu tứ giác T là một hình vuông thì nó có 4 cạnh bằng nhau. 


Bài 24 Hãy sửa lại (nếu cần) các mệnh để sau đây để được mệnh đề 
đúng: 


a) Để ab >0 đều kiện cần là cả hai số a và b đều dương. 


b) Điều kiện cần và đủ để một số chia hết cho 3 là tông các chữ số 
của nó chia hết cho 3. 


c) Để hai tam giác bằng nhau, điều kiện cần và đủ là chúng có điện 
tích bằng nhau. 


Bài 25 Chứng minh rằng không có hai số nguyên dương m và n sao cho 
mo 
n 


Bài 26 Chứng minh với mọi số nguyên dương n ta có : 


a) 12+22+ +;¿= nứn + (ện + Ù) 
F — 
Đ) È+22+.+pâ~ 0 0+ 
" 


c) nỶ+ 1In chia hết cho 6. 

Bài 27 Chứng minh rằng trên mặt phẳng n đường thẳng khác nhau cùng 
đi qua một điểm, chia mặt phẳng thành 2n phần khác nhau. 

Bài 28 Chứng minh rằng nếu x + 6ø nguyên thì x" +——cũng là số 

X X 

nguyên với mọi số tự nhiên n. 

Bài 29 Với mọi số nguyên k > 2, hãy tìm chữ số tận cùng của số 
&y= 2” +, 

Bài 30 Dãy Fibonacci: 
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Dãy số fụ, ft, f›,... được định nghĩa bằng đệ quy như sau: fạ = 0, 
f = L, và fq = fn¡ † f2, trong đó n =2, 3,4,... ˆ 
Hãy tính các số hạng ạ, f;, fq, f¿. 
Bài 31 Cho định nghĩa đệ quy của: 
a) Tập các số nguyên lẻ. 
b) Tập các lũy thừa nguyên dương của 3. 
Tập các đa thức với hệ số nguyên. 
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Chương 2: 
PHÉP ĐÉM 


2.1. Nhắc lại lý thuyết tập hợp và ánh xạ 


2.1.1. Tập hợp 
4. Khái niệm về tập hợp 
a) Tập hợp và phần tử: Tập hợp là một trong những khái niệm cơ 

bản (nguyên thuỷ) của toán học, không được định nghĩa, mà làm 
cơ sở để định nghĩa các khái niệm khác. Nó đồng nghĩa với các 
từ họ, hệ, lớp,... Ta có thể hiểu khái niệm tập hợp theo nghĩa 
trực quan: đó là những đối tượng được nhóm lại theo một tính 
chất nào đó. 

Ví dụ 

» _ Tập hợp các bài thơ của Hàn Mặc Tử 

‹ _ Tập hợp các nghiệm số thực của phương trình x?+3x —4 = 0 

« Họ các đường tròn đồng tâm 

« - Lớp các hàm đa thức 

‹ _ Hệ các phương trình tuyến tính 

Những yếu tố tạo thành một tập hợp gọi là phần tử (hay điễm) của tập 

hợp. 

Nếu a là một phần tử của tập hợp A, ta viết aeA (đọc: “a thuộc A”). 

Trong trường hợp ngược lại, ta viết a£A (đọc: “a không thuộc A”?. 

b) Diễn tả tập hợp: Để diễn tả tập hợp ta thường dùng hai cách 

Sau: 

Cách 1 : Nêu ra tính chất đặc trưng của các phần tử tạo thành tập hợp. 

“Tính chất” ở đây thường được biêu hiện bởi một vị từ p(x) theo một 


biến xeU. Khi ấy tập hợp tất cả các phần tử xeU sao cho p(x) đúng 
được kí hiệu bởi 


A= {xeU Ì p&)} 
Ú được gọi là tập hợp vũ trụ. Nếu U hiểu ngầm thì A có thể viết: 
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A={x Ì p©)}. 
Ví dụ 
1. A=({xeN | x là số nguyên tố} 
2. A“={xeRÏ x?-I =0); 
Cách 2 : Liệt kê ra tất cả các phần tử. 


. Các phần tử của tập hợp được viết trong hai dấu ngoặc nhọn { }, 
cách nhau bởi dấu “:” (nêu có phần tử là số) hoặc đấu “„" 


« - Mỗi phần tử được liệt kê một lần, thứ tự liệt kê tuỳ ý. 
Trong ví dụ 2, ta có thể chỉ ra tất cả các phần tử của A : -l, 1. Ta viết 
A=f£-L;1} 
Với phương pháp mô tả bằng cách liệt kê các phần tử, một tập hợp có 
thể là: 
B=(-2; 5; 7l; 102} 


Khi nảy không nhất thiết các phần tử được nhóm lại theo một tính chất 
cụ thể nảo. 


©) Các tập hợp số: 
N= (0; 1; 2; 3;... }: Tập hợp các số tự nhiên, 
N”= {1;2; 3; ... }: Tập hợp các số tự nhiên khác 0, 
#= {.-; -2; -L; 0; l; 2;...}: Tập hợp các số nguyên, 


" R P.qe Z và qz )ị : Tập hợp các số hữu tỷ, 


R: Tập hợp các số thực, 

C : Tập hợp các số phức. 
d) Phân loại: 

« = Nếu tập hợp A có n phân tử thì ta nói A là tập hợp hữu hạn và viết 
|A|= 


„ - Nếu tập hợp A có vô số phần tử thì ta nói A là tập hợp vô hạn và 
viết |A|= +œ. 
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) Tập hợp rỗng: Tập hợp không có phần tử nào gọi là tập hợp 
rỗng, kí hiệu là Ø. 


Như vậy |Ø| = 

Ví n 

‹Ổồ E={xeR |z? xi=-2= 

. Tạ hợp các số lẻ chia Vi cho 2 là tập hợp rỗng 


« = Tập hợp các cầu „thủ bóng đá Việt Nam đã đoạt giải Olympic năm 
1996 là tập hợp rỗng 


f9) Tập hợp con: Nếu mọi phần tử của tập hợp A đều là phần tử của 
tập hợp B thi ta nói A là tập hợp con của B (hay A4 được bao hàm 
trong B, hay B bao hàm A), kí hiệu là A c B hay B ¬ A. 
Định nghĩa trên có thể viết đưới dạng kí hiệu như sau: 
Ẻ ACB <© (Yx:xeA—xe<B). 
Ví dụ 
Cho A = {I, 2}. Các tập con của A là : {1}, {2}, {1, 2}, Ø. 
Từ định nghĩa tập con ta có: 
«CA (Ø là tập con của mọi tập hợp), 
» —ÁCA (mọi tập hợp là tập con của chính nó), 
„  NếuAcBvàBcA ta nói A bằng B và viết A = B, 
- Nếu AzBthìiAợBhayBơA. 
Tập con của A khác A và khác Ø được gọi là tập con thật sự của A. 
Ví dụ 
A là tập hợp gồm 2 số 1 và 3, và B là tập hợp các số lẻ đương bé hơn 4. 
Ta có A =B. 


ø) Biểu đồ Venn: Đề dễ hình dung một số quan hệ giữa các tập hợp 
người †a còn biểu diễn tập hợp bởi một đường cong kín gọi là 
biểu đồ Venn, mỗi phần tử của tập hợp được đặc trưng bởi một 


điểm nằm trong đường cong ấy. 
Ví dụ, quan hệ A c B được biểu diễn ở hình bên. 
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2. Các phép toán trên tập hợp 


Định nghĩa: 

Giả sử A, B là 2 tập con của tập hợp vũ trụ U. 3B 
a) Phép giao: A ¬^B = {xeU Ì (xeA)A(xeB)} 

Nếu A ¬B = Ø thi ta nói hai tập A và B rời nhau. 

Ví dụ 

Với A = {a, b, c}, B = í{a, {b}, d} thì A ¬ B = {a}. sqqà 
b) Phép hợp: A 2B = {xeU | (xe<A)v(xeB)} 

Ví dụ AB 


Với A = {1,2, a, {a,b}},B= {2, {a}, {a, b}} thì 
AOB=(I,2,a, {a}, {a, b}}. 


©)_ Phẩn bù: A=U\A={xeU| xeA} CD ^ A 


A gọi là phần bù của A (trong U). 
3. Tính chất của các phép toán 
Định lí 
Với A, B, C là các tập con tuỳ ý của Ú, ta có: 
I. Tính giao hoán: 
AaB=BnA, 
AOB=BU)A, 
2. Tính kết hợp: 
(An B)n¬C=An(Bn©), 
(A2B)OC=AU(BỤC). 
3. Tính phân phối: 
An(BUC€Œ)=(AB)(An©), 
AO(BnC)=(A©2B)n¬(A 2C). 
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4. Công thức De Morgan: 
AUB=AnB 
AoB=AuB 
5. Phân tử trung hoà: 
AUØ=A 
AOU=A 
6. Phẩn bù: 
AUA=U 
AnA=Ø 
7. Tính thống trị: 
AUU=U 
AnØ=ø 
Ghi chú 
Do tính kết hợp ta có thể dùng AUBUC để chỉ 
At2(BUOC)hay(A (2B) 2C. Cũng thể, cho trước n tập hợp A¡, A¿,..., 
Aa thì hợp A¡L2AzL2...CUÁn không phụ thuộc vào thứ tự đặt dấu ngoặc. 
Ta cũng viết ỦA, =ÁAiUAÁ¿zU..C Aa, 


i=l 
n 

Tương tự fÌAi¡=AifYA¿o...An. 
í=[ 

4. Tích Descartes của các tập hợp 


Tích Đescarfes của hai tập hợp A và B, kí hiệu AxB, là tập các cặp có 
thứ tự (a, b), trong đó a e A và b e B. 


AxB = {(a,b) | aeA và beB} 
Ví dụ 
Nếu A = {a, b}, B = íc, đ, e} thì 
A xB= {@, ©), (a, d), (a, e), Œb, c), (b, đ), Œ, e)}. 
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Lưu ý 
AxBzBxAnếu A#B. 


Tổng quát: Tích Descartes của n tập À¡, Àa,..., An, kí hiệu Àt x À2 X... X 
An, là tập mọi dãy có thử tự (at, ãa,..., an), trong đó ai e À; (¡ = 1,..., n). 


Nếu A; = A với ¡= 1,2,... n; thì ta viết Ai x A2 X.... x An= A”, 
Định lí 
Cho các tập hợp hữu hạn A, B, À;¡, Àa,..., Án. 
a) |AxB|=|A|.|B| 
b) |AxA¿x..xAn|=|Ai||Aa]...|Aa| 
Ví dụ 
Với A = {1;2},B= {a, b, c} ta có: 
AxB = ((;a), (1;b), (1;e), (2;a), (2;b), (2;c)}, |AxB| = |A|.|BỊ = 2.3 = 6. 
2.1.2. Ánh xạ 
1. Các định nghĩa 
Định nghĩa 1 
Í.. Một ứnh xự ƒ từ tập hợp X vào tập hợp Y, kí hiệu f: X —> Y, là 
phép tương ứng liên kết mỗi phần tử xeX với một phần tử duy 
nhất yeY. 
Khi ấy ta viết f:X-^SY 
xD y=f@) 
‹ _ X gọi là tập nguồn (hay miễn xác định của ), Y gọi là tập đích, 
‹ - Phần tửy= x)eY gọi là ảnh của x, 
-+Ổ fX):={ye< Yl3xe X, y= f#)} gọi là miễn giá trị của f. 


v 


li. Hai ánh xạ f, g từ X vào Y được gọi là bằng nhau nếu: 
VxeX, Íx) = g(x) 
Ví dụ 
1. Phép tương ứng f:R>R 
xP y=2x+l 
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là một ánh xạ từ R vào R, vì với mỗi xeR có đụng một yeR xác định 
bởi  y=2x+l. 
2. Phép tương ứng f : R —> R 
x y= : 
x—5 

không phải là ánh xạ từ R vào R, vì với x = 5eR nhưng 3yeR để 
y=f§). 


Trong toán học, từ "án xạ" cũng thường được thay bằng từ °kảm" 
hoặc "oán tứ". 


Định nghĩa 2 
Ì.._ Nếu A là một tập con của X thì ảnh của A bởi f là tập hợp: 
A)= {yeY Ì3xeA, y=Ñx)} 
Ta cũng viết : 
fA)= {Ñx)|xeA} 
ii. Nếu B là một tập con của Y thì nghịch ánh (tạo ảnh) của B là 
tập hợp: ` 
f'(B) = {xeX |fx)eB}. 
Khi B = {b}, thì thay cho kí hiệu f({b}), người ta thường viết tắt f'(b). 
f'{b) = {xeX Ì Ñx) =b}. 
Định nghĩa 3 (các loại ánh xạ): . 
Xét ánh xạ f: X —> Y. 


i.. f được gọi là đơn ánh nếu Vxị, xạ 6 X, Xị # Xạ = Ñxi) # f2) 
(tức là mỗi yeY hoặc không có nghịch ảnh hoặc là ảnh của nhiều 
nhật một phân tử e X) 

ii. f được gọi là toàn ánh nếu f(X) = Y (tức là mỗi y e Y đều là ảnh 
của một hay nhiêu phân tử xe X). 

iii. f được gọi là song ánh nếu nó đồng thời là đơn ánh và toàn ánh. 

Chú ý 

Nếu f là một song ánh từ X vào Y, ta viết : 
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f: X«»Y 
Khi ấy 
VyeY,dlxeX:f)=y, 
trong đó kí hiệu 3!x để chỉ tồn tại duy nhất x. 


Do đó tương ứng y L> x là một ánh xạ từ Y vào X, và gọi là ánh xạ 
ngược của £, kí hiệu f ˆÌ. 


Vậy f'°:Y-+X 
y>f”)=x 
với Ẩ(X) = y. 
Tacó fŒ Ì(y))=y, VyeY 
f !((x)) =x, VxeX 
Ví dụ 
1. Cho f: Z—› Q sao cho Ấ{x) = x/2. 


f đơn ánh nhưng không toàn ánh vì 1⁄3 chăng hạn không là ảnh của 
phần tử nào của Z. 


2. Cho f:R† —> R” sao cho Ñx) = x. 
VyeR” phương trình x” = y có nghiệm duy nhất x =-Íy e RỶ nên f là 
song ảnh. 

3. f:R—>R,ấx)= 2x+Ì. 
VyeR phương trình 2x + 1 = y có nghiệm duy nhất x = ` e Rnên f 
là song ánh. Do đó tổn tại ánh xạ ngược f ! xác định như sau : 

f°:R->R 
¬] 
ybx=flw=*—. 

Định nghĩa 4 (ánh xạ hợp): 
Cho hai ánh xạ 


f:X>ŸY và g:Y >Z 
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Ánh xạ hợp h là ánh xạ từ X vào Z xác định bởi 
h:X—Z 
x + h(x) = g(f%)) 
Ta viết h=gof:X + ÝY —y Z 
x  fx)> h() = gŒ(x)) 
Chu ÿ 
« __ Tổn tại fcg thì nói chung chưa kết luận được tồn tại g„f. 
- _ Nếu tổn tại gof và fqg thì nói chung chưa kết luận được gụf = fug. 
«Ổ Kíihiệu idx là ánh xạ X —> X sao cho idx(x) = x, VxeX. 
Ta nói idx là ánh xạ đồng nhất của X. 
Ví dụ 
Cho f:R—>R xác định bởi f(x) = cosx 
và g:R->R xác định bởi g(x) =xỶ + l. 
Ta có gof: R—>R xác định bởi (goÐ(x) = g(f(x)) = g(cosx) = cos”x + l. 
Định lí 


Giả sử f là một ánh xạ từ X vào Y, A¡ và A¿ là hai tập con tuỳ ý của X 
Bị vả Bạ là hai tập con tuỳ ý của Y. Ta có : 


8) f(AL2A2) = AI) KA2) 

b) ÑAi¬A4;)c (Ai) A2) 

c) fÌ(BLJB2)=f (B) 2£ @®;) 

d) f (BiaB;)=f”(B) a£”(;) 
2.2. Phép đếm 
Bài toán đếm thường dùng để giải, rất nhiều dạng bài toán khác nhau. Ví 
dụ, chúng ta cần tính tất cả các số điện thoại có thể có ở Việt Nam, số 
mật khẩu cho phép truy nhập vào hệ máy tính, số phép toán phải làm 
trong một thuật toán đề nghiên cửu độ phức tạp của nó, liệt kê các thứ 


tự về đích khác nhau của các vận động viên có thể xảy ra trong cuộc 
chạy thi .. 
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2.2.1. Những nguyên lý đếm cơ bản 

1. Nguyên lý cộng: 

Giả sử một công việc được phân thành n trường hợp riêng biệt: trường 

hợp 7 có mạ cách, trường hợp 2 có zn; cách, ..., trường hợp Có m;„ cách. 

Khi đó sô cách chọn thực hiện công việc là mm; + + +... + mạ. 

Vi dụ 1 

Cho tập hợp A = {l; 2; 3}. Hỏi có bao nhiêu cách chọn ra một tập con B 

của A. 

Giải. 

Đề chọn ra một tập con B của A ta có các trường hợp sau : - 

.‹ Trường hợp l : Chọn tập B không chứa phần tử nào cả: có 1 cách 
chọn ( B = Ø ). 

« Trường hợp 2 : Chọn tập B chứa một phần tử: có 3 cách chọn 
(B=(I),B={2),B=(3)). 

‹ Trường hợp 3 : Chọn tập B chứa hai phẩn tử: có 3 cách chọn 
(B=(1;2),B= (1;3),B={2; 3)). 

‹ _ Trường hợp 4: Chọn tập B chứa ba phần tử: có I cách chọn (B = A). 

Vậy theo nguyên lý cộng ta có tất cả 1 + 3 + 3 + 1 = 8 cách chọn tập 

con B. 

Ví dụ 2 


Giả trị của biến k bằng bao nhiêu sau khi đoạn chương trình Pascal sau 


được thực hiện ? 
k:=0; 

for i¡ := ] to nị do 

k=k+l; 

for iạ := Ì to nạ do 

k:=k+I; 





fOF im := Ì to nạ do 
k:=k +l; 


Chương 2: Phép đếm 4m? 
Giải. 

Giá trị khởi tạo của k bằng 0. Đoạn chương trình này gồm m vòng lặp 
riêng biệt (không có hai vòng lặp nào có thể làm đông thời). Sau mỗi 
bước lặp của từng vòng lặp giá trị của k được tăng lên một đơn vị. Theo 


nguyên lý cộng, sau khi đoạn chương trình được thực hiện, k=n; + nạ 
+... +nm. 


Chu ý 
Nguyên lý cộng có thể phát biểu đưới dạng của ngôn ngữ tập hợp như 
sau: 
Cho Ai, A¿,..., Aa là các tập hợp rời nhau, ta có 
|AI©2A2©...Aa| = |Ai| + |Aa| +... + |A¡j. 
Ví dụ 3 
Một trường PTTH có 250 học sinh lớp 10, 200 học sinh lớp 11 và 150 
học sinh lớp 12. Hỏi số học sinh tổng cộng của Trường là bao nhiêu ? 
Giải. 
Số học sinh tổng cộng của trường là : 250 + 200 + 150 = 600, 
2. Nguyên lý nhân: 
Giả sử một công việc được thực hiện qua ø bước liên tiếp : bước 1 có mạ 


cách, bước 2 có mm; cách, ..., bước øở có m„ cách. Khi đó số cách chọn 
thực hiện công việc là / px... „,. 


Ví dụ 1 

Trong một lớp học gồm 30 người. Có bao nhiêu cách cử một ban đại 

diện gôm một lớp trưởng, một lớp phó và một thủ quy ? 

Giải. 

Việc cử ra một ban đại diện gồm 3 bước : 

° Bước l : Cử lớp trưởng. Có 30 cách (có thể chọn một trong 30 
người của lớp làm lớp trưởng). 

- _ Bước 2 : Cử lớp phó (sau khi đã chọn lớp trưởng). Có 29 cách. 


- _ Bước 3 : Cử thủ quy (sau khi đã chọn lớp trưởng và lớp phó). Có 28 
cách. 
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Vậy theo nguyên lý nhân ta có số cách cử ban đại điện là: 

30.29.28 = 24360. 

Ví dụ 2 

Có bao nhiêu số tự nhiên gồm 5 chữ số đôi một khác nhau chia hết cho 
102 

Giải. 

Gọi x = ãia2ãaaaas là số thoả mãn yêu cầu bài toán. 

Chọn lần lượt các chữ số ở các vị trí as, aa„..., ai : ascó | cách chọn 6ì X 
chia hết cho 10 nên as = 0), a¿ có 9 cách Thn ` có 8 cách chọn, a có 7 


cách chọn, ai có 6 cách chọn. Theo nguyên lý nhân có 1.9.8.7.6 = 3024 số 
thoả mãn yêu cầu. 


Ví dụ 3 

Có bao nhiêu dãy nhị phân có độ dài bằng 7 ? 

Giải. 

Mỗi một trong 7 bịt của đấy nhị phân có thể chọn bằng hai cách (vì mỗi 
bịt bằng 0 hoặc bằng 1). Theo nguyên lý nhân có 27 = 128 dãy nhị phân 
có độ dài 7. 

Ví dụ 4 

Có thể tạo được bao nhiêu ánh xạ từ một tập À có m phần tử vào tập B 
có n phân tử ? 

Giải. 

Theo định nghĩa, một ánh xạ từ A vào B, là phép tương ứng liên kết mỗi 
phần tử x e A với một phần tử duy nhất y e B. Do đó, sau khi đã chọn 
được ảnh của ¡ -1 phần tử đầu, để chọn ảnh của phần tử thứ ¡ của A ta có 
n cách. Theo nguyên lý nhân có n” ánh xạ thoả mãn bài toán. 

Ví dụ 5 

Một hệ thống máy tính, có mật khẩu của người sử dụng muốn truy nhập 
dài từ sáu đến tám ký tự, trong đó mỗi ký tự là một chữ cái hoa hoặc 


chữ số. Mỗi mật khẩu phải chứa ít nhất một chữ số. Hỏi có bao nhiêu 
mật khẩu ? 


Chương 2: Phép đếm 49 BI 
Giải. : 

Gọi P là tống số mật khẩu cần tìm và Pạ, P;, P; tương ứng là số mật 
khẩu dài ó, 7, 8 ký tự. Theo nguyên lý cộng ta có : P = P¿ + P; + Ps. 

Ta tính P¿ bằng gián tiếp, tức là tính số các xâu dài 6 ký tự là các chữ 
cái hoa hoặc chữ số, rôi bớt đi số các xâu đài 6 ký tự là các chữ cái Luệc 
và không chứa chữ số nào. Theo nguyên lý nhân ta có P¿ = 365 - 265 


2 176 782 336 - 308 015 776 = 1 867 lớn: 560 (có 2ó ký tự hoa và 10 
chữ số). 


Tương tự ta có : 
P;=36” -26”= 70 332 353 920, P;= 36” - 26” = 2 612 282 842 880. 
Vậy P= P; + P;+ Psạ= 2 684 483 063 360. 
Chư ý 
Nguyên lý nhân có thể phát biểu đưới dạng của ngôn ngữ tập hợp như 
sau: Cho Ai,Aa,...,Án là các tập hợp hữu hạn, ta có 

|Aix Aax...x An| = |Á+|- |A[ ... |Aa| 
2.2.2. Nguyên lý bù trừ 
Khi hai công việc có thể được làm đồng thời, chung ta không thể dùng 
quy tắc cộng để tính số cách thực hiện nhiệm vụ gồm cả hai việc, vì 
cộng số cách làm mỗi việc se dẫn đến SỰ trùng lặp, do những cách làm 
cả hai việc se được tính hai lần. Để tính đụng số cách thực hiện nhiệm 


vụ nảy, ta tính số cách làm mỗi một trong hai việc rồi trừ đi số cách làm 
đồng thời cả hai việc. 


Ví dụ 1 

Có bao nhiêu dãy nhị phân độ dài 8 bịt hoặc được bắt đân bằng bít l 
- hoặc kết thuc bằng hai bít 00 ? 

Giải. 


+ = Việc thứ nhất, xây dựng dãy nhị phân độ dải 8 bít được bắt đầu bằng 
bít Í : có 2” = 128 cách đì bit đầu chỉ có thể chọn bằng một cách, 
môi một trong 7 bịt sau có thể chọn bằng hai cách). 

‹ . Việc thứ hai, xây dựng đãy nhị phân độ dài § bit kết thuc bằng hai bit 
00 : có 2” = 64 cách. 

.‹ _ Có thể làm cả hai việc đồng thời, xây dựng dãy nhị phân ‹ độ dài § btt 
được bắt đầu bằng bit 1 và kết thuc bằng hai bit 00 : có 2°Š= 32 cách. 
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Kết luận : số dãy nhị phân thoả mãn yêu cầu là : 128 + 64 - 32 = 160. 


Nguyên lý trên có thể phát biểu dưới dạng của ngôn ngữ tập hợp như 
Sau: 


- Định lí (Nguyên lý bù trừ) 
Giả sử 4¿, 4:,.... 4„ là các tập hợp hữu hạn. Khi đó 


|A,+2A¿©2...2Aj|= ¿!^ l>, > ^ DAjl+ 3 |AcSAjSAj|—...+(CD HA AÁs..SAy 


téi<jksn 
Chú ý Áp dụng định ì/ trên với 
Hai tập hợp 44¿, 4¿ ta cỏ: 

|Ai+2Az|=|A¡|+|As|—|AqAa| 
« Ba tập hợp Ái, À¿, Àa ta có: 
|ALt2A¿2Aa|=|Ai|+|Aa|+|As‡—|Ái AA:|—|AiAa|=|Az¬Aa|+|ASAz^A| 
Ví dụ 2 


Trong một lớp học có 180 sinh viên. Trong số này có 55 sinh viên chọn 
môn Anh văn, 45 sinh viên chọn môn Pháp văn và 15 sinh viên chọn 
học cả Anh văn và Pháp văn. Hỏi có bao nhiêu sinh viên không theo 
học Anh văn cũng không học Pháp văn ? 


Giải. 


Số sinh viên không theo học Anh văn cũng không học Pháp văn bằng 
tông số sinh viên trừ đi số sinh viên theo học Anh văn và/hoặc Pháp 
văn. Gọi A, B lần lượt là tập các sinh viên theo học Anh văn và Pháp 
văn, 


Khi đó ta có: 

|Al =55,| BÌ=45 vã ]A ¬B| = 15. 
Số sinh viên theo học Anh văn hoặc Pháp văn là: 

|AvB =lAl +ÌBỊ - |A m=BÍ = 55 +45 - 15 = 85. 
Vậy số sinh viên cần tìm là: 

180 ~ 85 = 95. 
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Ví dụ 3 


Giả sử có 1200 sinh viên học tiếng Anh, 850 sinh viên học tiếng Pháp 
và 100 sinh viên học tiếng Đức, 90 sinh viên học cả tiếng Anh và tiếng 
Pháp, 15 sinh viên học cả tiếng Anh và tiếng Đức, l0 sinh viên học cả 
tiếng Pháp và tiếng Đức. Nếu tất cả 2050 sinh viên đều học ít nhất một 
ngoại ngữ, thì có bao nhiêu sinh viên học cả ba thứ tiếng ? 


Giải. 


Gọi A, B, C lần lượt là tập các sinh viên học tiếng Anh, tiếng Pháp và 
tiếng Đức. Khi đó: 


|A|=!200, |B|=850, |C|=!00, |AraB|=90, |AsC|=15, [B¬C|=10 
và |A +BL2C|= 2050. 
Thay vào công thức: 
|A+¿B+2C[=|A|+|B|+|C|~[A¬B|~|A¬c|~|Bz»C|+|AB¬C| 
Ta được 

2050 = 1200 + 850 + 100 ~ 90 ~ 15 — 10 + |A¬BaC| 

Giải ta có kết quả: 
|A¬Bacl= 1s. 


Bây giờ ta đồng nhất tập Ax với tính chất A¿ cho trên một tập X4 nảo đó 
và đêm xem có bao nhiêu phần tử của X không thoả mãn bất cứ một 
tính chất Ax nảo cả. 


Gọi X là số cần đếm ta có: 
= |X|-|Ai 2A; ... An 
Ví dụ 4 


Hỏi trong tập X = {I, 2,.. „ 100001có bao nhiêu số không chia hết cho 
bắt cứ số nào trong các số 3, 4,727 


Giải. 
Gọi Ai = {x eX | x chia hết cho i}, I= 3, 4, 7. 
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Khi đó AsUA42A; là tập các số trong X chia hết cho ít nhất một trong 
ba số 3, 4, 7. Do đó, số lượng các số cân đếm là 
=LX| -| A2A¿2Aj= 10000 -| Aa2Az2A3 
Bi Adl-lAd-LAl+lAzaAl+lAx¬Aji +] Aa^Adi-Ì Ay¬Aa^Aj 
= 1000 - [10000/3] - [100004] - [10000/7] + [10000/(3x4)] + 
[10000/(3x7)] + [10000/(4x7)] - [10000/2x4x7)] 
= 1000 ~ 3333 — 2500 — 1428 + 833 + 476 + 357 — 119 = 4286. 
{Ö đây ký hiệu [x] để chỉ số nguyên lớn nhất không lớn hơn x}. 


2.3. Giải tích tổ hợp 

2.3.1. Hoán vị 

Định nghĩa: 

Một hoán vị của n phần tử là một nhóm có thứ tự gồm đủ mặt n phần 
tứ đã cho. 

Như vậy các hoán vị của n phần tử chỉ khác nhau bởi thứ tự sắp xếp 
giữa các phân tử mà thôi. 

Ví dụ 

Với M = {1; 2; 3}, ta có tất cả các hoán vị sau đây của M: 

(1; 2; 3); (; 3; 2); (2; 1; 3); (2; 3; 1; (3; 1; 2); ; 2; 1) 

Định lí 

Số hoán vị của n phần tử là : P„ = ø/ 

Ví dụ 1 

Thấy giáo muốn tặng 5 quyền sách khác nhau cho 5 học sinh (nỗi học 
sinh chỉ nhận một cuồn). Hòi có bao nhiêu cách tặng ? 

Giải. 

Số cách tặng là : Ps = 5! = 120. 

Ví dụ 2 

No ta xếp ngẫu nhiên 5 lá phiếu có ghi số thứ tự từ 1 đến 5 cạnh 
nhau. 
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a) Có bao nhiêu cách xếp để các phiếu số chẵn luôn ở cạnh nhau ? 
b) Có bao nhiêu cách xếp để các phiếu phân thành hai nhóm chẵn lẻ 
riêng biệt (chẳng hạn 2, 4, I, 3, 5) ? 
Giải. 
a) Có thể xếp các phiếu số chẵn vào các vị trí có đấu *„ các phiếu 
số lẻ vào vị trí còn lại. Ta có các trường hợp sau : 


Mỗi trường hợp có 2!3! = 12 cách xếp. Vậy có 4 x 12 = 48 cách 
sắp xêp. 


b) Có thể xếp các phiếu số chẵn vào các v vị trí có dấu * . Ta có các 
trường hợp : 


Mỗi trường hợp có 213! = 12 cách xếp. Vậy có 2 x 12 = 24 cách 
sắp xếp. 

2.3.2. Tổ hợp và chỉnh hợp : 

`" nghĩa 
- Một chính hợp chập kiừn phần £ử (1 < k <n) là một bộ có thứ 


tự gồm k phân tử lấy từ n phần tử đã cho, mỗi phần tử không 
được lẫy lặp lại. 


Ìi. Một tổ hợp chập k từ n phần tử (0 < k < n) là một bộ gồm l k 
phần tử không phân biệt thứ tự lẫy từ n phần tử đã cho, mỗi 
phần tử không được lấy lặp lại. Cũng có thể nói, một tổ hợp 
chập k là tập con gồm k phần tử của tập n phần tử đã cho. 


Chư ý 

Cho tập M gồm n phần tử . 

„ _. Có đung một tổ hợp chập 0 của M : đó là tập rỗng. 
‹ _ Có đụng một tổ hợp chập n của M : đó là tập M. 

« - Mcó2' tập hợp con. 
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Định lí 
a) Số chỉnh hợp chập k của tập n phần tử là: 





At TT n n(n—I)..(n—k+l). 


(Về phải là tích của k số nguyên dương liên tiếp : số ' đầu tiên là 
n, mỗi số đi sau bằng số đi ngay trước nó giảm đi một đơn vị). 


Đặc biệt: khi k=n thì A" =P; =n! 
b) Số tổ hợp chập k của tập n phần tử là: 
Ck Ân R —. 
" k! kln—k)! 
Ví dụ 1 


Một lớp phải học 10 môn, mỗi ngày học hai môn. Hỏi có bao nhiêu 
cách sắp xếp thời khoá biểu trong một ngày ? 


Giải 


Mẫi cách sắp xếp thời khoá biểu trong ngày là việc ghép hai môn trong 
số 10 môn, các cách này khác nhau do có ít nhất một môn khác nhau 
hoặc chỉ do thứ tự sắp xếp trước sau giữa hai môn. Vì Vậy, mỗi cách xếp 
ứng với một chỉnh hợp chập 2 từ 10 phần từ. Do đó, số cách xếp thời 


khoá biểu là: A#y =10.9 =90. 
Ví dụ 2 


Một tổ gồm § nam và 6 nữ. Có bao nhiêu cách chọn một nhóm 5 người 
mà trong đó có đung 2 nữ ? 


Giải 
6! 
‹Ổ Số cách Ciợn: 2 nữ trong số 6 nữ làC? “nại =l15. 
‹ : Ị 
« _ Số cách chọn 3 nam trong số 8 nam là C¡ = ` =56. 


=> số cách chọn 5 bạn theo yêu cẩu là : 15.56 = 840. 
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Ví dụ 3 


Một lớp học có 20 sinh viên, trong đó có 2 cán bộ lớp. Hỏi có bao nhiêu 
cách cử 3 người đi dự hội nghị sinh viên của trường sao cho trong 3 
người đó có ít nhất một cán bộ lớp. 


Giải. 
‹ _ Cử 3 sinh viên tuỳ ý: có CỔ. cách. ` 
« _ Cử 3 sinh viên không có ai lả cán bộ lớp : có Cỷ, cách. 

= số cách chọn thoả mãn bài toán : C?a- Cỷ. = 1140 — 816 = 324. 
Ví dụ 4 
Trong một lớp học có 30 học sinh. Có bao nhiêu cách bầu một ban chấp 
hành lớp gôm ba người : một lớp trưởng, một lớp phó học tập và một 
lớp phỏ kỷ luật? 
Giải. 
Mỗi cách bầu ban chấp hảnh là một cách một cách chọn ra 3 phần tử từ 
30 phần tử (có phân biệt thứ tự các phần tử), nên mỗi cách bầu ứng với 
một chỉnh hợp chập 3 từ 30 phẩn tử. Vậy số cách bầu là : 
A‡o =30.29.28 = 24360. 
Ví dụ 5 
Cho 7 chữ số 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 

a) Từ 7 chữ số trên, có thể lập được bao nhiêu số gồm 5 chữ số 
khác nhau từng đôi một ? 

b) Trong các số nói ở a), có bao nhiêu số chẵn ? 

Giải, 

a) Mỗi số thoả mãn bài toán ứng với một chỉnh hợp chập 5 từ 7 
phân tử . Vậy số các số thoả mãn yêu cẩu bài toán là : 
A?=7.6.5.4.3 = 2520. 

b) Số cần xác định có dạng x = ñiasasaaas, Để x là số chẵn, phải 
chọn 


+ as € {2; 4; 6} : có 3 cách chọn. 
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+ với mỗi cách chọn as có A cách chọn a¡a243aa.. 


=> số các số phải tìm là : 3 x A¿= 3 x 360 = 1080. 
Lưu ý 
«Với l<k<n. Số cách xếp k vật khác nhau vào n vị trí khác nhau 
sao cho mỗi vị trí có không quá I vật là A}.. 


‹ Tất cả các bài toán đếm sử dụng đến chỉnh hợp chập k đều có thể 
giải bằng cách sử dụng nguyên lý nhân cho n bước, sự nhiên sử 
dụng chỉnh hợp thì ngắn gọn hơn. 


Định lí 

__ Cho các số nguyên n và k thoả n > 1 và 0 <k<n. Khi đó : 
a CC _ 
b) CỆ =C? =I,C.=C? '=n 
œầ CRWi¡= =Ct+ c nếu È > . 

2.3.3. Tổ hợp và chỉnh hợp lặp: 

Định nghĩa 


Ì.. Một chính hợp lặp chập k từ n phần tử là một bộ có thứ tự gồm 
k phần tử lấy từ n phần tử đã cho, trong đó mỗi phần tử có thể 
được lấy lặp lại. 


ii. Một £ổ hợp lặp chập k từ n phẩn tử ià một bộ gồm k phần tử 
không phân biệt thứ tự, mỗi phần tử có thể được lây lặp lại từ n 
phần tử đã cho. 


Lưu ý 


Vì mỗi phần tử có thể xuất hiện nhiễu lần trong một chỉnh hợp lặp hoặc 
một tổ hợp lặp, nên ở đây cỏ thể k > n. 


Ví dụ 
Chăng hạn, cho 3 phần tử 2, 3, 5. Ta có 
- Các chính hợp lặp chập 2 là: 
(22) (23) (25) 
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@;2) @;3) @;5) 
;2) @;3) @;5) 
- Các tổ hợp lặp chập 2 là: : 
(2;2) (2;3) (2;5) 
3;3) 3;5) ;5) 
Định lí : 


a)_ Số chỉnh hợp lặp chập k từ n phần tử là: Aa =n. 
b) Số tổ hợp lặp chập k từ n phần tử là: Cf =CX „ ¡. 
Ví dụ 4 
Hãy tìm số các dãy nhị phân có đà đài k. 
Giải. 


Mỗi dãy nhị phân độ dài k tương ứng lả một chỉnh hợp lặp chặp k từ 2 
phân tử 0 và 1. Vậy số các dãy nhị phân có độ đài k lả 2*. 


Ví dụ 2 


Để cn ký một loại máy mới, người ta dùng 3 chữ số trong 9 chữ số: 1, 
2,3,..., 9. Hỏi có thể đánh số được bao nhiêu máy 2 


Giải. 

Mỗi số của máy là một chỉnh hợp lặp chập 3 từ 9 phẩn tử đã cho. Vậy 
có thể đánh số được: As.= 9Ÿ = 729 máy. 

Ví dụ 3 


Có 4 loại but bi: xanh, đỏ, vàng, tím và mỗi loại có ít nhất 6 cây but (các 
bút cùng loại là giống nhau). Có bao nhiêu cách khác nhau để mua 6 
cây ? 


Giải. 

Mỗi bộ 6 cây được mua từ 4 loại but là một tổ hợp lặp chập 6 từ 4 phần 
từ. Vậy số cách khác nhau để mua là ; Cý = CẾ = 84. 

Định lí (Định lý nhị thức): 


Cho các số thực a, b và số nguyên n > 1. Ta có : 
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fI ` 
(a+b)° = 3” Cta" KbX =a" + Cha” b + C2a"T?b2 +...+ Cñ-lạp"TÍ + ph, 
k=0 


Công thức trên còn gọi là &hai triển nhị thức Newton. 
Ghi chú 


„ VỀ phải của (*) có n+l số hạng; số mũ của a giảm dần từ n đến 0, 
còn sô mũ của b tăng dẫn từ 0 đến n; tổng các số mũ của a và b 
trong một số hạng luôn luôn bằng n. 


- _ Số hạng thứ k+l trong khai triển của (a + b}" là Cka?-kpk, 


‹ _ Vì CỊ =C†“' nên các số hạng ở về phải của (*) có tính đối xứng. 





Ví dụ 4 

(a + b)  = a' + 4aŸb + 6aˆb? + 4ab? + bf. 

Vi dụ 2 

Tính hệ số của x'°y'” trong khai triển của (x + y)”. 

Giải. 

Theo công thức nhị thức hệ số này bằng: C77 = tâm =5 200300. 


2.3.4. Tam giác Pascal 


Viết riêng các hệ số của đa thức trong công thức nhị thức Newton, ta 
được: 


n=lÌ:I I1 

n=2:I 2 1 

n=3:1 3 3 1 

n=4:i 4 6 4 1 

n=5:I § 10 10 5 1 
› 


«g9 c9 V9 k0 Vi A bi g0 0 9 900 B4 ĐH 900 0.6.0 0 4. 0 0 0 tế 6 4 n0 me 


Các số trên lập thành một tam giác, gọi là tưm giác Pascal. 
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Hệ quả 
_ Cho số nguyên n> 1. Khi đó : 
a) C?+CÍ +C2+...+Cñ"!+Cn = 2n 
b) (9C? +(—D!C| +(—1)?C} +...+(—D"Ch =0 
Ví dụ 
Tìm giá trị bé nhất của n trong sự khai triển của (a + b)" để cho tỉ số hai 


hệ số kề nhau bằng : 








Giải. 

Theo giả thiết, ta có : 

k 

SA bợ S213. 2.12 3K£I, 
CỊÍ 8 n-k 8 5 


n là số tự nhiên bé nhất <» k là số tự nhiên bé nhất để 3(k+1) chia hết 
cho 5 >k=4. 


Vậy giá trị n cần tìm là:n =8 + 1 +3 = 12. 


2.4. Nguyên lý Dirichlet (nguyên lý chuồng bồ câu) 


Trong rất nhiều bài toán tổ hợp, để chứng minh sự tổn tại của một cấu 
hình với những tính chất cho trước, người ta sử dụng nguyên lý đơn 
giản sau, gọi là nguyên lý Dirichlet, do nhà toán học nổi tiếng người 
Đức là Dirichlet đề xuất từ thế kỷ 19. 


Nguyên lý Dirichiet 


Nguyên lý này được phát triển từ một mệnh để rất đơn giản gọi là 
nguyên lý “ 'chuông chim bê câu” : Giả sử có một đàn chim bồ câu bay 
vào chuồng. Nếu số chim nhiều hơn số ngăn chuồng thì chắc chắn có ít 
nhất một ngăn có nhiều hơn một con chim. 


“si, “HẸP, sốt, TU -xe. xạ „f2 - 


2 l 2 
chim chim chim 


6 con chim và 4 ngăn chuồng 
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Một cách tông quát, nguyên lý Dirichlet được phát biểu như sau: 

Nếu xếp nhiều hơn n đối tượng vào n cái hộp thì tồn tại ít nhất một hộp 
chứa không ít bơn 2 đôi tượng. 

Nguyên lý này có thể chứng minh bằng phản chứng như sau: Giả sử 
không hộp nào chứa nhiều hơn một đối tượng, thì chỉ có nhiều nhất là n 


đôi tượng được xếp trong các hộp, trái với giả thiết là số đối tượng lớn 
hơn n. 


Ví dụ 1 

Trong số 367 người bất kỳ bao giờ cũng tìm được hai người có ngày 
-_ sinh nhật giống nhau, bởi vì chỉ có tất cả 366 ngày sinh nhật khác nhau. 
Ví dụ 2 

Trong kỳ thi học sinh giỏi Toán, điểm bài thi được đánh giá bởi một số 
nguyên trong khoảng từ 0 đến 100. Hỏi rằng ít nhất phải có bao nhiêu 


học sinh dự thi để chắc chắn tìm được hai học sinh có điểm kết quả như ` 
nhau ? 


Giải. 


Vì ta có I0I kết quả điểm khác ĐH nên theo nguyên lý Dirichlet, số 
học sinh cần tìm là 102. 


2.4.2. Nguyên lý Dirichlet tổng quát 


Nếu đem xếp n đối tượng vào k cái hộp, thì tồn tại Ít nhất một hộp chứa 


không ít hơn [n/k] đối tượng (ký hiệu [x] là số nguyên nhỏ nhất không 
nhỏ hơn x). 


Ví dụ 1 

Trong 100 người. Hỏi có ít nhất bao nhiêu người sinh cùng một tháng ? 
Giải. 

Xếp những người cùng sinh một tháng vào một nhóm. Có 12 tháng tất 


cả, nên có 12 nhóm. Vậy theo nguyên lý Dirichlet, tổn tại ít nhất một 
nhóm có không ít hơn 


[100/12] = [8,3...] = 9 người. 
Ví dụ 2 


Trong lớp có 30 học sinh. Khi viết chính tả em Hùng phạm 3 lỗi, còn 
các em khác ít hơn. Chứng minh rằng trong lớp có ít nhất 3 em học sinh 
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mắc số lỗi như nhau khi viết chính tả (kể cả những em không mắc lỗi 
nảo). 

Giải. 

Xếp những học sinh có số lỗi chính tả bằng nhau vào cùng một nhóm. 
Ta lập 14 nhóm được đánh số từ 0 đến 13. 

Nhóm số 0 gồm các em viết chính tả phạm 0 lỗi. 

Nhóm số 1 gồm các em viết chính tả phạm I lỗi. 

Nhóm số ¡ (0 < ¡ < 13) gồm các em viết chính tả phạm ¡ lỗi. 


Chỉ có em Hùng phạm 13 lỗi khi viết chính tả, nên nhóm số 13 chỉ có 
một mình em Hùng, 29 em còn lại xếp vào nhóm từ 0 đến 12, tức là 29 
em được xếp vào 13 nhóm, nên phải có it nhất một nhóm chứa từ 3 em 
trở lên. Chẳng hạn nhóm ¡ (0 < ¡ < 12) có ít nhất 3 em. Khi đó 3 em ở 
nhóm í cùng phạm í lỗi khi viết chính tả. Vậy ta có điều phải chứng 
minh. 
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BÀI TẬP CHƯƠNG 2 (PHÉP ĐÉM) 


Bài 1 Cho A, B là hai tập con của U. Chứng minh : 
a) ACBce BCA 
bỳ ACB<© A\/B=U 
€Ặ AnB=Ø BCA 
đ) AnB=Ø @AvB=U 
Bài? Kí hiệu P(Œ) là tập hợp gồm tất cả tập con của của E. 
a) Cho E = {a, b, c}. Xác định PŒ). 
b) Chứng minh AC B  P(A) c P(B). 


Bài 3 Cho A = (1; 2; 3}, B = {2; 3; 4}. Hãy viết ra tất cả các phần tử 
của A xB. . 


Bài 4 Cho A =[l;2]:={xceR:1<x<2), 
B={2;3]:={xe<R:2<x<3). 


Hãy biểu diễn hình học tập tích A x B trên mặt phẳng tọa độ. 


Bài5 Các ánh xạ f: A —> B sau là đơn ánh, toàn ánh, song ánh ? Xác 
định ánh xạ ngược nêu cỏ : 


a) A=R, B=R, fx)=x+7; 

b) A=R, B=R, x)=x?+2x-3; 

cì A=[4,9],B=[21, 96], x)= xÃ+ 2x - 3; 
d) A=R, B=R, x)=3x-2Ìx]; 


=5 &ở =. X mì 
e) A=R,B=R, fx)=(e -e*). 
Bài 6 Cho ánh xạ f: R —>› R xác định bởi 


fx)= —T—T 


1+|x| 


a) Tìm ảnh fR). 
b)_ Khảo sát tính chất của f. 
Bài 7 Cho ánh xạ f: E —> F. Chứng minh : 
f đơn ánh © f{A  B) = f(A) ¬ fB); với mọi A, B C E. 
Qui ước: f(Ø) = Ø. 





Bài 8 Cho ánh xạ Ÿ: R —> R xác định bối f0) = - = 
+Xx 
a) Khảo sát các tính chất của f và tìm f(R). 


b) Cho ánh xạ g: R”—R xác định bởi g(x) =—, (trong đó 
R =R\(0}) 
Tìm ảnh fpg. 
Bài 9 Cho f: E—> F và g:F>G. Đặt h= gọf. Chứng minh ; 
a) h toàn ánh = g toàn ánh; 
b) hđơnánh — f đơn ánh. 


Bải 10 Có ¡8 đội bóng chuyển tham gia thi đấu. Hỏi có bao nhiêu cách 
phân phân phôi ba huy chương vàng, bạc, đồng. Biết rằng mỗi 
đội chỉ có thể nhận một huy chương lả cùng ? 


Bài 11 Cho 10 chữ số 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Có bao nhiêu số lẻ có 6 chữ SỐ 
khác nhau nhỏ hơn 600000 được xây dựng từ 10 chữ số trên ? 


Bài 12 Với các chữ số 0, 1, 2, 3, 4, 5 có thể lập được 
a) bao nhiêu số lẻ gồm 4 chữ số đôi một khác nhau ? 
b) bao nhiêu số chẵn gồm 4 chữ sổ đôi một khác nhau ? 
c) bao nhiêu số gồm 4 chữ số đôi một khác nhau ? 


Bài 13 Cho 100000 chiếc vé xổ số được đánh số từ 00000 đến 99999, 
Hỏi số vé gồm 5 chữ số khác nhau là bao nhiêu ? 


Bài 14 Có bao nhiêu số có 5 chữ số, trong đó các chữ số cách đều chữ 
số giữa giống nhau ? 
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Bài 15 Cho các chữ số 1, 2, 3, 4, 5. Từ các chữ số đã cho 
a) Có thể lập được bao nhiêu số chẵn có ba chữ số khác nhau ? 


b) Có thể lập được bao nhiêu số có ba chữ số khác nhau bé 
hơn hay bằng 345 ? 
Bài 16 Một người có 6 cái áo, trong đó có 3 áo sọc và 3 áo trắng; có 5 
cái quân, trong đó có 2 quân đen; và có 3 đôi giày, trong đó có 
2 đôi giày đen. Hỏi người đó có bao nhiêu cách chọn mặc áo — 
quần và mang giày, nêu : 
a) Chọn áo, quần và giày nào cũng được. 


b) Nếu chọn áo sọc thì với quần nào và giày nào cũng được; 
còn nếu chọn áo trắng thì chỉ mặc với quân đen và đi giày 


đen. 
Bài 17 
a) Có bao nhiêu số tự nhiên gồm 4 chữ số mà các chữ số đều > 5 và đôi 
một khác nhau. 


b) Tính tổng các số đó. 

Bài1§ Có bao nhiêu cách sắp xếp năm bạn học sinh A, B, C, D, E 

vào một chiếc ghê đải sao cho : 
a) Bạn C ngồi chính giữa. 
b) Hai bạn A và E ngồi ở hai đầu ghế. 

Bài 19 Một bản dài có hai dãy ghế đối diện nhau, mỗi dãy gồm 4 ghế. 
Người ta muốn xếp chỗ ngôi cho 4 học sinh trường À và 4 học 
sinh trường B vào bản nói trên. Hỏi có bao nhiêu cách xếp sao 
cho bất cứ 2 học sinh nào ngồi cạnh nhau hoặc đôi diện nhau 
thì khác trường với nhau. 


Bài20 Trên giá sách cớ 10 quyến sách, trong đó có 7 quyến có tác giả 
khác nhau, và 3 quyền có cùng một tác giả. Hỏi có bao nhiêu 
cách sắp xếp các sách ấy, sao cho các sách của cùng một tác 
giả đứng cạnh nhau 2? 


Bài2l Cho các số I,2, 5, 7, 8. Có bao nhiêu cách lập ra một số gồm 
ba chữ số khác nhau từ 5 số trên sao cho : 
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Bài 22 


Bài 23 


Bài 24 


Bài 25 


Bài 26 


Bài 27 


Bài 28 


a) Số tạo thành là số chẵn ? 

b) Số tạo thành là một số không có chữ số 7 ? 

c)_ Số tạo thành nhỏ hơn 278 ? 

Hỏi từ 10 chữ số 0, 1, „2, 3,4,5, 6,7,8, 9 có thể lập được bao 


nhiêu số gồm 6 chữ số khác nhau, sao cho trong các chữ sô đó 
có mặt chữ số 0 và số 1. 


Từ các chữ số 1 ,2,3,4,5,6,7,8,9 người ta lập tất cả các số có 4 
chữ số khác nhau. Tính tổng của tất cả số này ? 


Một lớp có 40 học sinh gồm 25 nam và 15 nữ. Thầy chủ nhiệm 
muốn chọn 3 học sinh để tham gia tổ chức lễ khai giảng, Hỏi 
có bao nhiêu cách : 


a) Chọn ra 3 học sinh gồm 1 nam và 2 nữ ? 

b) Chọn ra 3 học sinh trong đó có ít nhất l nam ? 

Cần lập một uỷ ban có ít nhất 4 người và nhiều nhất 10 người 
được chọn ra từ 5 nam và 7 nữ, với điều kiện phải có ít nhất 2 


nam và số nữ ít nhất là phải gấp đôi số nam. Vậy có bao nhiêu 
cách chọn uỷ ban ? 


Một thầy giáo có 12 cuốn sách đôi một khác nhau trong đó có 
5 cuốn sách văn học, 4 cuốn sách âm nhạc và 3 cuôn sách hội 
hoạ. Ông lấy ra 6 cuốn và đem tặng cho 6 học sinh A, B, C, D, 


_E,F mỗi người một cuốn. 


a)} Giả sử thầy giáo chỉ muốn tặng cho các học sinh trên 
những cuốn sách thuộc hai loại sách văn học và â âm nhạc. 
Hỏi có bao nhiêu cách tặng? 


bỳ Giả sử thầy giáo muốn rằng sau khi tặng sách xong, mỗi 
một trong ba thể loại văn học, âm nhạc và hội hoạ đêu còn 
lại ít nhất một cuốn. Hỏi có bao nhiêu cách tặng? 


Một buổi liên hoan có 10 nam và 6 nữ. Có bao nhiêu cách 
chọn ra 3 cặp nhảy ? (mỗi cặp gồm 1 nam vả I nữ). 


Một hộp đựng 4 viên bị đỏ, 5 viên bị trắng và 6 viên bị vàng. 
Người ta chọn ra 4 viên bi từ hộp đó. Hỏi có bao nhiêu cách 
chọn để trong số bị lấy ra không có đủ cá 3 màu ? 
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Bài 29 Có 9 viên bi xanh, 5 viên bt đỏ, 4 viên bi vàng có kích thước 
đôi một khác nhau. 
a) Có bao nhiêu cách chọn ra 6 viên bị, trong đó có đung 2 
viên bi đỏ ? 
b) Có bao nhiêu cách chọn ra 6 viên bị, trong đó số bi xanh 
băng số bị đỏ ? 
Bài 30 Có bao nhiêu cách chọn ra 8 cái mũ từ những cái mũ giống hệt 
nhau với 3 màu : xanh, trắng, đen ? 
Bài3l Có bao nhiêu biển số xe khác nhau gồm 4 chữ số. 
Bài32 Tìm số tự nhiên k sao cho các số CƑ,,CtC!,Cjz? lập thành một 
cấp số cộng. 
Bài33 Với những giá trị nào của x, số hạng thứ ba trong khai triển 


9 
của l- xie#* bằng 3600 ? 
X 


Bài34 Tìm số hạng không chứa x trong khai triển Newton ` 


1 12 
của|x + +) : 
xX 
Bài35 Cho (x-2)"”=ao + aIX + 2X” +... + 8iggX PP 
a) Tính hệ số aø;. 
b) Tính tổng S =ag + ai + aa +... + Aipo 


e) Tính tống M = ai + 2a; + 3a¿ + ... + 100aioo 
Bài36 Chứng minh rằng: 


Cô. +CỆ, +CT„+...+ Ca =CÌ, +Caa +...+Cn 
Bài 37 Biết tổng tất cả các hệ số của khai triển nhị thức (@x” + 1} bằng . 
1024, hãy tìm hệ số a (a là số tự nhiên) của số hạng ax “ trong 
khai triển đó. 
Bài38 Áp dụng công thức khai triển nhị thức Newton, chứng minh 
các công thức sau : 


Ẳ © 
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8) Ch-Ch+C2—..+(I)*9CPh=0. ˆ () 

b) 1+2C¡ +2ˆ2C2 +...+2"Cn =3, (2) 

c) C¡+2C2 +3C +..+nC" =n.2n-| @) 

] ] I 2"?! T1 
đ) C?+—C|+—C?+..+——CP= 4 
) Cá? 2Ca tạCn n+l *” n+] @ 

Bài 39 Trong kỳ thi học sinh giỏi điểm bài thi được đánh giá bởi một 
SỐ nguyên trong khoảng từ 0 đến 100. Hỏi rằng ít nhất phải có 
bao nhiêu học sinh dự thi để cho chắc chắn tìm được hai học 
sinh có kết quả thi như nhau ? 

Bài 40 Xét một cơ sở dữ liệu có 500.000 bản tin (record). Hỏi có thể 
sử dụng một vùng (thuộc tính) với nhiều nhất 4 kí tự là các 
mẫu tự làm khoá chính hay không? ở đây một vùng được nói 
là một khoá chính nêu giá trị của nó xác định bản tin một cách 
duy nhất. 

Bài 4l Chứng minh rằng trong n(n>2) người tuỳ ý luôn luôn có ít 


nhất hai người có số người quen (trong số họ) bằng nhau. 
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Chương 3: 
THUẬT TOÁN 


3.1. Thuật toán 
3.1.1. Khái niệm thuật toán 


Khi thiết kế và cài đặt một phần mềm tin học cho một vấn để nào đó, 
chúng ta cần phải đưa ra phương pháp giải quyết mà thực chất đó là 
thuật toán giải quyết vấn đê này. Điều nhiên nhiên rằng, nếu không tìm 
được một phương pháp giải qu lyẾt † thì không thể lập trình được. Khái 
niệm thuật toán đã được biết từ rất lâu. Thuật ngữ thuật toán 
(Algorithm) là biến tướng của tên nhà toán học Ả Rập: Abu Ja'fa 
Mohammed ibn Musa al-Khowarizmi (thường goi là al-Khowarizmì), 
ông là tác giả một cuốn sách về số học, trong đó ông đã dùng phương 
pháp mô tả rất rõ ràng, mạch lạc cách giải những bài toán. Từ algorithm 
ra đời dựa theo cách phiên âm tên của ông. 


Về mặt lịch sử, trong những năm 30 của thế kỷ này, khi khoa học và 
công nghệ phát triển nhân loại đã nêu ra nhiều bài toản mà không tìm 
thấy lời giải. Có nghĩa rằng, không tìm được thuật toán đề giải chúng. 
Người ta đã phải tìm cách định nghĩa chính xác khái niệm thuật toán. 
Năm 1936, A. Turing đã đưa ra một công cụ rất tốt để mô tả thuật toán 
mà ngày nay người ta gọi là máy Turing. Để ghi nhớ công lao này, hội 
tin học Mỹ (ACM) đã đặt ra giải thưởng Turing trong tin học. Tiếp theo 
Turïng, một số nhà toán học khác đã đưa ra các công cụ chính xác hoá 
khái niệm thuật toán như hàm đệ qui, thuật toán Marcop, văn phạm sinh 
của N.Chomsky ... Trong phạm vi giáo trình này thuật toán có thê hiểu 
một cách trực quan qua định nghĩa sau. 


Định nghĩa: Thuật toán giải bài toán đặt ra là một thủ tục xác định bao 
gồm một dãy hữu hạn các bước cần thực hiện đê thu được lời giải của 
bài toản. 


Các đặc trưng của thuật toán: Thuật toán có các đặc trưng sau đây: 
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ˆ Đầu vào và đẫu ra (Input/ouipul): Mọi thuật toán, dù đơn giản đến 
mây cũng phải nhận dữ liệu đầu vào, xử lý nó và cho ra kết quá cuối 
cùng. 


THUẬT TOÁN 





Ö Tính xác định (døh tniteness): Các bước trong một thuật toán phải 
được xác định chính xác và rõ ràng, không thể gây nên sự nhập 
nhằng, lẫn lộn. Nói cách khác là trong cùng một điều kiện, hai bộ xử 
lý (người hoặc máy) thực hiện cùng một bước của thuật toán thì „ 
phải cho cùng một kết quả. 


+ Tính hữu hạn (fìniteness); Một thuật toán phải cho ra lời giải đúng 
(hay kết quả) sau một số hữu hạn bước với mọi đầu vào. 
+ Tính đơn trị (uniqueness): Các kết quả trung gian của từng bước 


thực hiện một thuật toán được xác định một cách đơn trị và chỉ phụ 
thuộc vào đầu vào và các kết quả của các bước trước. 


.Ổ Tính hiệu quả (effectiveness): Một bài toán có thể có nhiều thuật 
toán khác nhau. Tính hiệu quả của một thuật toán được đánh giá dựa 
trên một số tiêu chuẩn như: số phép tính cần thực hiện, dung lượng 
bộ nhớ và thời gian khi thuật toán được thi hành .. 

-Ổ Tính tổng quát (generalliness): Một thuật toán bộ tính tổng quát là 
thuật toán phải áp dụng được cho mọi trường hợp của bài toán chứ 
không phải chỉ áp dụng được cho một sô trường hợp riêng lẻ nào đó. 
Tuy nhiên, không phải thuật toán nảo cũng đảm bảo được tính tổng 
quát. Trong thực tế, có lúc người ta chỉ xây dựng thuật toán cho một 
đạng đặc trưng của bài toán 


Ví dụ 1 

Cho 3 số nguyên a, b, c. Mô tả thuật toán tìm số lớn nhất trong ba số đã 
cho. 

Giải. 

1. Input: Yêu cầu cho biết giá trị của a, b, c. 

2. Đặtx:=a 


3. Nếu b > x thì đặt x :=b 
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Tư tưởng của thuật toán là duyệt lần lượt giá trị của từng số và giữ lại 
giá trị lớn nhât vào biên x. Kệt thúc thuật toán x cho số nguyên lớn nhât 
trong ba số đã cho. 
Ký hiệu y := z trong mô tả thuật toán ở trên có nghĩa là thay thế giá trị 
đang có của y bởi giá trị của z. Ta gọi := là toán tử gán. 
Ví dụ 2 
Thuật toán giải phương trình bậc hai ax?+bx+c=0 (a =0). 
1. Yêu cầu cho biết giá trị của a, b và c. 
2. Nếu a= 0 thì 
2.1. Yêu cầu đầu vào không đảm bảo 
2.2. Kết thúc thuật toán 
3. Trường hợp a z 0 thì 
3.1. Tính giá trị A = bỶ - 4ac 
3.2. Nếu A > 0 thì 
3.2.1. Phương trình có hai nghiệm phân biệt 


2a 2a 


3.2.2. Kết thúc thuật toán 
3.3. Nếu A = 0 thì 
3.3.1. Phương trình có nghiệm kép 


— b 
Hy 7ï 
3.3.2. Kết thúc thuật toán 
3.4. Nếu A < 0 thì 
3.4.1. Phương trình vô nghiệm 
3.4.2. Kết thúc thuật toán thuật toán 





le 
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3.1.1. Biểu diễn thuật toán 


Để có thể truyền đạt thuật toán cho người khác hay chuyên thuật toán 
thành chương trình máy tính, ta phải có phương pháp biểu diễn thuật 
toán. Có ba phương pháp thường đùng đề biểu diễn thuật toán: 

« - Dùng ngôn ngữ tự nhiên, 

‹ - Dùng lưu đồ (sơ dỗ khối) 

ốỔ Dùng mã giả. 

1. Ngôn ngữ tự nhiên 


Hai ví dụ l và 2 ở (3.1.1) diễn tả thuật toán theo ngôn ngữ tự nhiên. 
Cách biểu diễn này thường dài dòng, không thể hiện rõ cầu trúc của 
thuật toán, đôi lúc gây hiểu lầm hoặc khó hiểu cho người đọc. Gần như 
không có một quy tắc cố định nảo trong việc thể hiện thuật toán bằng 
ngôn ngữ tự nhiên. 


2. Lưu đề 


Lưu đồ là một công cụ giúp ta diễn tả thuật toán một cách trực quan. 
Biểu diễn thuật toán bằng lưu đồ giúp cho người đọc theo dõi được sự 
phân cấp các trường hợp và quá trình xử lý của thuật toán, và đôi lúc 
tránh được những đoạn giải thích bằng lời có thể dẫn đến sự nhập nhằng 
về ngữ nghĩa. 

Lưu đồ là một hệ thống những nút có hình dạng khác nhau, thê hiện các 
chức năng khác nhau và được nối với nhau bởi các cung. Cụ thể, chúng 
được tạo bởi bốn thành phần chủ yếu sau: 


q) Nút giới hạn. Biểu diễn bởi hình ôvan, trong đó có ghi chữ bắt 
đầu/begin hoặc kết thúc/end. Chúng còn được gọi là nút đầu 
và nút cuối của lưu đồ. 


b) Nút thao tác chọn lựa. Biểu diễn bởi hình thơi, bên trong chứa 
biểu thức điều kiện. Trong các cung nối với nút này có hai cung 
đi ra chỉ hướng đi theo hai trường hợp: điều kiện đúng vả điều 
kiện sai. \ 


đúng sai 
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œ) Nút thao tác xử lý. Biêu diễn bởi hình chữ nhật, bên trong chứa 


nội dung xử lý. 


d) Cung. Là các đường nói từ nút này đến nút khác của lưu đồ. 


Ví dụ 


Lưu đồ thuật toán phương trình bậc hai ax? + bx + =0 (a #0). 









: Trả lời: PT có 
nghiệm kép Xọ 


3. Mã giả 


Việc sử dụng lưu đồ sẽ rất công kẻnh đối với các thuật toán phức tạp. 
Hơn nữa, lưu đồ chỉ phân biệt hai thao tác là rẽ nhánh (chọn lựa có điều 
kiện) và xử lý mà trong thực tế, các thuật toán còn có thêm các thao tác 
khác như thao tác lặp. Vì vậy người ta còn viết các thuật giải theo một 
ngôn ngữ tựa ngôn ngữ lập trình được gọi là mã giả. Trong mã giả, ta sử 
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dụng các cú pháp có cầu trúc chuẩn hoá của một ngôn ngữ lập trình nào 
đó (như Pascal, C ...) và vẫn dùng ngôn ngữ tự nhiên. Cách viết thuật 
toán bằng mã giả tỏ ra tiện lợi, gọn, đơn giản và tận dụng được các khái 
niệm trong ngôn ngữ lập trình. 


Ví dụ 
Sau đây là một đoạn mã giả của thuật toán giải phương trình bậc hai 
ax? + bx+c=0(az 0). 
if delta > 0 then 
begin 
xị := (-b+sqrt(delta))/(2*a) 
X¿ := (-b-sart(delta))/(2*a) 


xuất kết quả: phương trình có hai nghiệm là 
XỊ Và X2 


end 
eÌse 
f delta = 0 then 


xuất kết quả: phương trình có nghiệm kép là 
-b/(2*a) 


else {trường hợp delta < 0} 


xuất kết quả: phương trình vô nghiệm 





Chú ý 

Các từ im đậm trong đoạn mã giả trên là các từ khóa của ngôn ngữ 
Pascal. 

Dưới đây sẽ liệt kê một số câu lệnh chính được sử dụng trong mã giả 
dựa theo ngôn ngữ lập trình Pascal (còn gọi là ngôn ngữ phông Pascal) 
để mô tả thuật toán. 

Lệnh Procedure (function) 


Mô tả thuật toán trong ngôn ngữ phỏng Pascal được bắt đầu từ câu lệnh 
procedure (function), sau đó ta đặt tên cho thuật toán và mô tá danh 
sách biến của thuật toán. 
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Ví dụ 
1. 


Ví dụ 


Chú ý 


Câu lệnh 
procedure max(a,b,€); 
cho biết tên thuật toán được mô tả là znax và ba biến là 4, b,c. 
Câu lệnh 
function nguyen__fo(m); 
cho biết tên thuật toán được mô tả là nguyen _fo và biển là m. 


Các bước của thuật toán được mô tả trong thân procedure 
(function) được bắt đầu bởi begin và kết thúc bởi end. 


Function guyen_ to(0n); 
Begin 

(thân functton) 
End; 


Procedure /max(a,b,c); 
Bcgin 

(thân procedure) 
End; 


Nếu mô tả thuật toán bởi lệnh function, khi thực hiện và kết thúc câu 
lệnh, thuật toán sẽ đưa ra giá trị và được ghi nhận trong tên function. Vì 
vậy trong thân function phải có mặt câu lệnh gán giá trị cho function. 


Lệnh gán (assignment statement) 


Lệnh gán dùng để gán giá trị của một biểu thức cho một biến. Cách viết 
câu lệnh gán 


Tên_biến := biểu thức; 
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Chú ý 
VỆ trái của phép gán chỉ và chỉ có thể là một biến mà thôi. Chẳng hạn, 
viết 
x+yzz7 
là sai, vì về trái là một biểu thức chứ không phải là một biến. 
Khối câu lệnh 
Các câu lệnh có thể nhóm lại thành một khói. Để mô tả khối câu lệnh ta 
sử dụng begin và end. Dạng khôi câu lệnh 
_Begin 
câu lệnh l; 


câu lệnh 2; 


câu lệnh n; 
End; 


Các câu lệnh trong khối được thực hiện tuần tự. Dưới đây, thuật 
ngữ câu lệnh được dùng để chỉ chung một câu lệnh cũng như 
một khỗi câu lệnh. 


Ví dụ 
Begin 
t:=X; 
X=Yy; 
y:=E 
End; 


Khối câu lệnh này nhằm trao đổi giá trị hai biển x và y, dùng 
biến t như một chỗ cất trung gian. 


Lệnh điều kiện 
Có hai dạng: 
Dạng 1 (đạng không đây đủ) 
FF biểu thức logic THEN lệnh P; 
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Cách thức hoạt động của lệnh: Khi gặp lệnh này, niễu biểu thức _logic 
có giá trị TRUE thì | máy thực hiện lệnh _ P rồi chuyên sang lệnh kế tiếp ở 
phía đưới. Nếu biểu thức logic có giá trị FALSE thì máy không thực 
hiện lệnh_P mà chuyên ngay sang lệnh kế tiếp. 





Dạng 2 (dạng đây đủ) 
IF biểu thức logic THEN lệnh 1 
ELSE lệnh 2; 
Chú ý Trước từ khoá ELSE không có dầu chấm phây. 
Cách thức hoạt động của lệnh: Khi gặp lệnh này, tuỳ theo kết quả của 
biểu _thức_logic mà máy thực hiện lệnh_1 hoặc lệnh_2. 
« Nếu biểu thức logic có giá trị TRUE thì máy thực hiện lệnh _t, 
không thực hiện lệnh _2, mà chuyên ngay sang thực biện lệnh kê tiêp 
ở sau lệnh_2. 
‹ồ Ngược lại, Nếu biểu thức logic có giá trị FALSE thì máy không 


thực ,hiện lệnh 1, mà thực hiện lệnh 2, mà chuyển ngay sang lệnh 
kế tiếp ở sau lệnh 2. 





Chương 3: Thuật toán 


Các lệnh lặp 

Ta có các loại lệnh lặp sau đây: 
(1) Lệnh FOR: Dạng câu lệnh 

FOR biến := giá trị đầu TO giá trị cuối DO lệnh P; 
Chú ý 
« _ Biến phải có kiểu dữ liệu là vô hướng đếm được. 
‹ giá_ trị đầu và giá_trị cuối là các biêu thức có cùng kiểu đữ liệu 

với biên. 
‹ _ Biến trong cấu trúc FOR gọi là biến điều khiển 
Cách thức hoạt động của lệnh. 

Bước ï: Gán giá trị biến := giá trị đầu; 
Bước 2: 
‹ Nếu biến <giá trị cuối thì thực hiện lệnh _P, rồi sang bước 3; 


‹ Nếu biến > giá trị cuối thì không thực hiện lệnh P mà chuyển 
sang lệnh kế tiếp | phía dưới. 


Bước 3: Tăng giá trị của biến lên một giá trị: biến := succ(biến). Quay 
lại bước 2. 


Tóm lại, lệnh P sẽ được thực hiện nhiều lần, bắt đầu khi biến = 
giá_ trị đầu, và kết thúc khi biến = giá_ trị cuỗi + 1, cả thảy là 
giá trị cuối - _ giá_ trị đầu + liên. Vì thể, người ta gọi FOR là 
vỏng lặp có số lần lặp biết trước. 







biển := giá trị đầu 
biến S giá trị cuối 
đúng 


biến := succ(biến) 
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(2) Lệnh REPEAT. Dùng để lặp đi lặp lại một số công việc cho đến 
khi một điều kiện đã cho được thoả mãn. Dạng câu lệnh 
REPEAT 
lệnh_1; 
lệnh 2; 
lệnh_N; 
UNTIL biểu thức logic; 


Cách thức hoạt động của REPEAT: Máy thực hiện lệnh _1, lệnh _- 2, 

„ lệnh_n; rồi kiểm tra biếu _ thức _ ]ogic. Nếu biểu thức logic có giả 
trị true thì chuyển sang lệnh tiếp theo ở phía dưới, ngược lại, nêu 
biểu thức _ logic có giá trị false thì lặp lại thực hiện dãy lệnh trên. 





Chủ ý 
« Các lệnh giữa REPEAT và ĐINH: không cần phải đặt trong khối 
begin và end. 


- Nếu biểu thức logic không bao giờ có giá trị true, thì đấy các lệnh 
giữa REPEAT và UNTIL sẽ phải thực hiện hoài, lúc đó ta có vòng 
lặp vô hạn. 

« Để tránh các vòng lặp vô hạn, trong thân của lệnh REPEAT cần có 
it nhất một lệnh có tác dụng làm biến đổi các đại lượng tham gia 
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trong biểu thức _logic để đến một lúc nào đó thì biểu thức _logic 
sẽ có giá trị true và do đó vòng lặp sẽ kết thúc. 


(3) Lệnh WHILE. Dùng để lặp đi lặp lại một công việc trong khí một 
điêu kiện còn được thoả mãn. Dạng câu lệnh 


WHILE biểu thức logic DO lệnh _P; 





Chú ý 
„ Nếu biểu thức logie không bao giờ có giá trị false, thì lệnh_P sẽ 
phải thực hiện hoài, lúc đó ta có vòng lặp vô hạn. 


« - Để tránh các vòng lặp vô hạn, trong thân của vòng WHILE, cần có 
it nhất một lệnh có tác dụng làm biến đổi các đại lượng tham gia 
trong biếu_thức _ logic để đến một lúc nào đó thì biểu_thức_ logic 
sẽ có giá trị false và do đó vòng lặp sẽ kết thúc. 


3.2. Một số thuật toán xử lý số 


3.2.1. Thuật toán kiểm tra số nguyên tố 


Vẫn đề: Cho một số nguyên dương m. Kiểm tra m có phải là số nguyên 
tố hay không? 


Theo định nghĩa: số nguyên tố là số tự nhiên lớn hơn I1, chỉ có hai ước 
là 1 và chính nó. 


Do ước số nguyên tô của số nguyên dương m bao giờ cũng không vượt 
quá xm , nên ø sẽ là số nguyên tố nếu như nó không có ước số nào 
trong các số nguyên đương từ 2 đến |vm ] (ký hiệu | x | chỉ số nguyên 
lớn nhất nhỏ hơn hay bằng x). 

Từ đó ta có ngôn ngữ phỏng Pascal của thuật toán như sau: 


: e 
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e© Input: Số nguyên đương m. 


®© Output: #e nêu m là số nguyên tố, ƒœise nếu ngược 
lại. 


Function Nguyen_to(n); 


Begin 
iị=2; 
While (¡ <= vm ) and (m mod ¡ = 0} do ¡:=¿ + 7; 
Nguyen_to := ¡> *m; 

End; 





Từ thuật toán trên, ta có thuật toán tìm và in ra các số nguyên 
tố nhỏ hơn số nguyên dương ø cho trước. 
e© _ Input: Số nguyên dương ø. 
se  Output: Các số nguyên tố nhỏ hơn ñ. 
Procedure List nguyen_to(n); 


Begin 
For ¿ := 2 to n-1 do 
If Nguyen_to() then Wrne(,` °; 
End; 





3.2.2. Thuật toán tìm ước chung lớn nhất của hai số tự nhiên 


Vấn đề: Cho z và ở là hai số tự nhiên. Tìm ước chung lớn nhất của z và 
b? 


Theo định nghĩa: ước chung lơn nhất (UCLN) của 2 số tự nhiên a và b 
là số tự nhiên đ lớn nhất trong tập các ước chung của a và b, tức là: 


d=max{c| a:c, b:e}. 
Chú ý 


Với mọi sô tự nhiên a, ta có: 
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UCLNG, 1) = 1; UCLNG, 0) = a. 
Qui ước UCLN(, 0) =0 


Theo tính chất Euclide ước chung lớn nhất của hai số sẽ : không thay đỗi 
nêu ta thay số lớn trong hai số đó bằng hiệu của nó với số thứ hai. 


UCLN@a, b) = UCLN(a-b, b) nếu a > b. 


Từ đó ta có ngôn ngữ phỏng Pascal của thuật toán như sau: 


© _ Input: a và b là hai số tự nhiên. 


e _ Output: Ước chung lớn nhất của z và b. 
Function UCLN(4, ö); 
Begin 
While (2 > 0) and (b > 0) do 
IÝ a>= b then a:=a- b 
else Ö := Ö - a; 
UCLN : = a†b; 
End; 





Chú ý 


Phép tìm dư (a MOD b}) tương đương với ,phép trừ liên tiếp khi hiệu a — 


b vẫn là một số tự nhiên. Khi đó tính chất Euclide được phát biểu như 
Sau: 


UCLNẠ@a, b) =UCLN(a MOD b, b) 
Để ý rằng 0 <a MOD b < b, do đó thuật toán được viết lại như sau: 


©_ Input: a và b là hai số tự nhiên. 


e _ Output: Ước chung lớn nhất của a và b. 
Function UCLN&, b); 


Begin 
While (b > 0) do 


Beøin 
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r:=a MOD b; {khai báo thêm biến r chứa số d} 
a:=b; 


, 





3.2.3. Thuật toán tìm số lớn nhất trong dãy hữu hạn số 
Vấn đề: Cho một dãy gồm n số 
âI, 82, ..., ân 
Tìm số lớn nhất trong dãy? 
Chúng ta có nhiều phương pháp để giải bài toán này. Sau đây là một 


phương pháp thường được sử dụng để tìm số lớn nhất trong một dãy 
hữu hạn sô cho trước: 


Bước 1: Đặt số lớn nhất tạm thời bằng số đầu tiên. 


Bước 2: So sánh số kế tiếp trong đãy với số lớn nhất tạm thời, và nếu nó 
lớn hơn số lớn nhất tạm thời thì đặt cho số lớn nhất tạm thời bằng số 
này. 


Bước 3: Lặp lại bước 2 nêu còn số trong dãy chưa được xét tới. 


Bước 4: Dừng nếu không còn số nào trong dãy chưa được xét tới. Số 
lớn nhất tạm thời lúc nảy chính là số lớn nhất trong dãy só. 


Ngôn ngữ phỏng Pascal của thuật toán như sau: 


e© Input: Dãy gồm n số 8t, 82, ..., Ẩn 
e _ Output: Large là số lớn nhất trong dãy đã cho. 
Procedure Find_ Large(a, n, Large); 


Begin 


Large = AI; 
For I:= 2 to n do 
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Hf a¡ > Large then Large := a¡; 





3.2.4. Thuật toán sắp xếp 
Vấn đề: Giả sử có một dãy số gồm n phần tử 
âi, 82,...„ ân. 
Hãy thực hiện việc sắp xếp để được một dãy số tăng dân. 
Hiện nay có khá nhiều thuật toán sắp xếp: thuật toán sắp xếp chèn 


(insertion sort), thuật toán sắp xếp nỗi bọt (bubble sort), thuật toán 
quick sort ... 


Ở đây sẽ trình bảy thuật toán sắp xếp nổi bọt, là một trong những thuật 
toán khả tự nhiên và đơn giản. Y tưởng của thuật toán như sau: 

Ta coi các số cần sắp là trọng lượng của các bọt khí trong nước. Bọt khí 
nào nhẹ sẽ nỗi lên trước, những bọt nào nặng sẽ nôi lên sau nhưng 


không thể nổi lên cao quá bọt khí nhẹ hơn nó. Một cách hình ảnh ta có 
ví dụ minh hoạ sau: 


Sắp xếp tăng dần dãy: 44 55 12 42 94 l§ 6 67 


e  Input: Dãy số ai, aa,..., an (tuỳ ý). 


e_ Output: Dãy số ai, aa,..., aa (đã được xếp tăng dần). 


Procedure Bubble_ sort(ai, a2, ..., ân); 





Begin 
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For ¡ := l to n-l đo 


For .ÿ := I ton—¡ do 


HÝ aj > a;-¡ then đổi chỗ ä¡ VỀ 8j+Ị 
End; 





Ta nhận thấy rằng thuật toán sắp xếp nổi bọt dùng quá nhiều phép so 
sánh, vì nó tiệp tục cả khi danh sách đã được sắp hoàn toàn tại một bước 
trung gian nào đó. Ta có thê sửa lại thuật toán như sau để nó dừng khi 
không cần sự đổi chỗ nào nữa. 
Procedure Bubble_sort(an, aa,..., an); 
Begin 
1 :='1; done := false; 
While (¡ < n) and (done = false) đo 
Begin 
done := true; 
For j:= 1 ton-1I do : 


Hf a¡ > a¡:¡ then 
Begin 
đôi chỗ a¡ và aj:¡ 
done := false; 


End; 
i:=i+l; 
End; 
End; 
3.2.5. Thuật toán tìm kiếm 


Vấn đề: Giả sử có một dãy số gồm n phần tử 





äị; 82; ... ; ẩn 
và một phần tử x. 
Hãy xác định xem phần tử x có trong dãy trên hay không? Lời giải của 
bài toán này là giá trị chỉ vị trí (hay chỉ số) của một phân tử trong dãy 
bằng phần tử x, hoặc là z+7 nếu x không có trong dãy. 


® 
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Thuật toán tìm kiếm tuyến tính (hay tìm kiếm tuần tự) 


Một thuật toán đơn giản đẻ giải bài toán này là thuật toán tìm kiếm tuyến 
tính. Thuật toán bắt đầu bắt đầu bằng việc so sánh x với ay. Khi x = ay, kết 
quả là vị trí của ai, tức là 1. Khi x # an, ta so sánh x với aa. Nếu x = a¿, 
kết quả là vị trí của aa, tức là 2. Tiếp tục quá trình này bằng cách tuân tự 
so sánh x với mỗi một phần tử của dãy cho tới khi tìm được số hạng 
bằng x, khi đó kết quả là vị trí của số hạng đó. Nếu tất cả các phần tử 
của dãy đã được kiểm tra mà không xác định được vị trí của x, thì kết 
quả là n + l. 


Ngôn ngữ phỏng Pascal của thuật toán như sau: ˆ 


© _ Input: Dãy a gồm n phần tử ai, aạ,..., an và phần tử x. 


œ® Output: VỊ trí của x trong dãy (chỉ sỐ của phần tử 
trong dãy băng x), hoặc lả n + 1 nêu không tìm thây. 


Eunction Linear_search(a, n, X); 


nữ (¡ > n) or (x = a); 
Linear_search := I; 
End; 





Thuật toán tìm kiếm nhị phân (Binary Search) 


Trong trường hợp dẫy đ¡, đ¿,..., đ„ có các số hạng được sắp theo thứ tự 
tăng dần thì ta có thể tìm kiếm theo thuật toán tìm kiếm nhị phân. 


Thuật toán được thực hiện như sau : 

Bước 1: Phạm vi tìm kiếm là trong toàn bộ mảng. 

Bước 2: Lẫy phần tử giữa của phạm vi cần tìm kiếm (goi là œj) và so 
sánh với x. 

-_ Nếux= ø, thì giải thuật kết thúc và thông báo đã tìm thấy. 

» - Nếux< aø;thì phạm vi tìm kiểm mới là các phần tử nằm trước ø,. 

‹ - Nếux> a thì phạm vi tìm kiếm mới là các phần tử nằm sau z. 
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Bước 3: Nếu tồn tại phạm vi tìm kiếm thì lặp lại bước 2, ngược lại thông 
báo không tìm thấy, thuật toán kết thúc không thành công. 

Sau đây là ví dụ minh hoạ ý tưởng của giải thuật : 

Cần tìm phần tử x=4trongmảngl 3 4 5 7 10 12 15 


l—+ I l—+ 1 1 
3 jJ— 3 _ Ả , 
4 r—> 4 J—> 4—=- Tìmthây 


7 _TƑ 


Input: Dãy a gồm n phân tử ai, a¿, ..., an có thứ tự tăng dần và 
phân tử x. 


Output: Vị trí của x trong dãy (chỉ số của phải tử trong dãy 
bằng x), hoặc n+1. 


Function Binary_scarch(a, n, x); 
Bepin 


1:=1; {Ilà điểm mút trái của khoảng tìm kiếm} 


:=n; {r là điểm mút phải của khoảng tìm kiếm} 
Repeat 
J:=(+r) địv 2; 
H x<a; then r:=j -Ì 
Else Ì :=1 + 1; 
UDnfil (x = aj) or (Ï> r); 
IỈ x=a¡ then binary_search := J 
Else binary_search := n + l; 
End; 
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3.3. Độ phức tạp của thuật toán 
3.3.1. Khái niệm về độ phức tạp của thuật toán 


Một khái niệm quan trọng liên quan trực tiếp đến thuật toán là độ phức 
tạp của thuật toán. Nhờ có khái niệm này chúng ta có thê đánh giá và so 
sánh được các thuật toán với nhau. 


Một chương trình máy tính thường được cải đặt dựa trên một thuật toán 
đúng để giải bài toán hay vân đề đặt ra. Tuy nhiên, ngay cả khi thuật 
toán đúng, chương trình vẫn có thể không sử dụng được đối với một số 
dữ liệu nhập nảo đó, bởi vì thời gian cần thiết để chạy chương trình hay 
vùng nhớ cân thiết để lưu trữ đữ liệu (như các biển trong Chương trình, 
các file lưu trữ, ...) quá lớn. Để lựa chọn một thuật toán tốt cho lời giải 
bài toán cần giải quyết, thông thường chúng ta có hai loại đánh giá: Một 
là độ phức tạp về thời gian thực hiện thuật toán, hai là độ phức tạp về 
phạm vi bộ nhớ dùng cho thuật toán. 


Độ phức tạp tính toán của một thuật toán là lượng thời gian và bộ nhớ . 
cần thiết đề thực hiện thuật toán. Trong phạm vi giáo trình này chỉ trình 

bày việc đánh giá thời gian cần thiết để thực hiện thuật toán và gọi là 

thời gian tính của thuật toán. Đó là độ phức tạp thường được đê cập 

nhiều nhất. 


Thời gian tính của thuật toán là hàm của dữ liệu đầu vào. Thông thường 
khó có thể xây dựng công thức dưới dạng hiện cho hàm này, vì thế ta 
đặt vẫn đề đơn giản hơn. Thay vì làm việc với đữ liệu đầu vào, ta sẽ làm 
việc với một đặc trưng quan trọng của dữ liệu đầu vào, đó là kích thước 
của nó. Chúng ta sẽ gián tâm đến: 


‹ _ Thời gian tính tốt nhất của thuật toán với đầu vào kích thước n, đỏ 
là thời gian tối thiểu cần thiết để thực hiện thuật toán với mọi bộ dữ 
liệu đầu vào kích thước n. 

- Thời gian tính tôi nhất của thuật toán với đầu vào kích thước n, đó 
là thời gian nhiều nhất cần thiết để thực hiện thuật toán với mọi bộ 
dữ liệu đầu vào kích thước n. 


« _ Thời gian tính trung bình của thuật toán với đầu vào kích thước n, 
đó là thời gian trung bình cân thiệt đề thực hiện thuật toán với mọi 
bộ dữ liệu đầu vào kích thước n. 

Để đo thời gian tính của thuật toán ta sẽ đếm số câu lệnh mà nó thực 

hiện, hoặc trong một số trường hợp có thể đểm cụ thể số phép tính số 
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học, so sảnh, gán, ... mà thuật toán đòi hỏi thực hiện. Rõ ràng các thông 
số này không phụ thuộc vào người lập trình và ngôn ngữ lập trình được 
chọn để cài đặt thuật toán cũng như loại máy tính thực hiện. Vì thế nó là 
tiêu chuẩn khách quan để đánh giá hiệu quả của thuật toán. 


Sở dĩ ở đây ta không quan tâm đến thời gian tuyệt đỗi (chạy thuật toán 

mắt thời gian bao nhiễu giây, phút, . ..) đề thực hiện thuật toán vì yếu tố 

này phu thuộc vào tốc độ của máy tính, mà các máy tính khác nhau thì 

có tốc độ rất khác nhau. 

Ví dụ 

Xét thuật toán tìm số lớn nhất trong dãy gồm n số a), ãa,...., an ở (3.2.3). 

« _ Có thể coi kích thước nhập dữ liệu là số lượng phần tử của dãy số, 
tức là n. 

° Vòng lặp trong thuật toán luôn thực hiện đúng n — 1 lần, do đó thời 
gian tính tốt nhất, tồi nhất và trung bình của thuật toán đều bằng n -l. 


3.3.2. Đánh giá thời gian tính tốt nhất, tồi nhất và trưng bình 
của một thuật toán 


Mặc dù thời gian tính tốt nhất, tôi nhất và trung bình của thuật toán có 
thể nói lên nhiều điều, nhưng vẫn chưa đưa ra được một hình dụng tốt 
nhất về độ phức tạp của thuật toán. Thông thường trong các ứng dụng 
thực tế thời gian chính xác mà thuật toán đòi hỏi đề thực hiện nó ít được 
quan tâm hơn so với việc xác định mức độ tăng lên của thời gian thực 
hiện thuật toán khi kích thước của dữ liệu đầu vào tăng lên. Chăng hạn, 
một thuật toán đang được xem xét nào đó có thời gian tính trong trường 
hợp tôi nhất là: 
t(n) = 30n” + 6n + 6 


với đầu vào có kích thước n. 


| n | m=30+øn+ø | 
_ 3066 
300606 
30006006 
3000060006 








3000 
300000 
30000000 
3000000000 
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Khi n lớn thì ta có thể xắp xi 'tín) với 30nˆ. Trong trường hợp này tín) 
có tốc độ tăng giống như 30wỶ. ẹ 


Mặt khác, khi mô tả tốc độ tăng của thời gian tính của thuật toán khi 
kich thước đầu, vào tăng, không những chúng ta chỉ cần quan tâm đến số 
hạng trội (30n”), mà có thể bỏ Quả + các hằng số. Với giả thiết như vậy, 
thời gian tỉnh /() tăng giống như nỄ khi n tăng, và ta nói /ứ) có bậc là 
ñỶ, ký hiệu 
tín) = ©(n”) 
Tư tưởng cơ bản ở đây là ta thay thế biểu thức /() = 30n? + ồn + 6 bởi 
biểu thức đơn giản hơn là #Ý có cùng tốc độ tăng với /(n). 
Định nghĩa 1: - 
Giả sử ý và ø là hai hàm đối số nguyên đương. 
Ẩn) có bậc cao nhất là g(n), ký hiệu ffw) = O(g(n)), nếu tồn tại 
hằng số dương C; và N; sao cho: |f(n)|< C¡|g(n)|, ví >N.. 
ii. ƒn) có bậc thấp nhất là ø(n). ký hiệu ƒfz) = O((n)), nếu tồn 
tại hằng số dương C¿ và N› sao cho: |f(n)|> C;|g(n)|, vwø >M:. 
li. f{n) có bậc là gứu), ký hiệu ƒ#z) = ©(g(n)), nếu ƒ{#) = O(ø() 
và ƒƒz) = ©(g(n)). 
Chú ý 
Các ký hiệu O, Q và © lần lượt đọc là ô lớn, ômêpa vả têta. 
Ví dụ † 


Xét hầm f0 5Œ) 
n(n+l _„ ; _.. 2 
Do ————<nˆ với n > 5 (C;= ï,.N;¡= 5) nên fđứ) = O(). 
n{n +1) 2 
Do 2 E9 nh với n > Ï (C;= 1⁄2, N›;= 1) nên fm)= (0). 


Từ đó ta có 


ƒZữu= 90). 


e 
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Phương pháp chúng, minh trong ví dụ trên có thể sử dụng đẻ chỉ ra rằng 
mọi đa thức bậc k với hệ sô dương có bậc là nˆ, tức là: 


Piứn) = quẺ + a.pnFÌ +... + an + đg = @(nŸ). 
Ví dụ 2 
Chứng minh với & là số nguyên đương, ta có 
+ +... +n= @(nh) 
Giải. 
Ta có 
1+21+...+nF <nh+ nh+.... + nh = nẺ = nh! khi n >i 
do đó 
t+2'+..+h= O(ntth 
Mặt khác, ta có 
/1+2!+... +nh>(n/2Ÿ +... + (n-D! + nh 
> (0⁄2 +... + (n⁄2# 
> (n⁄2)(n⁄2“= nhtU/2*t, 
nên 
F+2'+..+h= Q(nD, 
Vậy 
/#⁄+2!+... +nÝ= @(nFt), 
Định nghĩa 2: 


j Nếu thuật toán đòi hỏi thời gian tính tốt nhất là tín) với độ 
ˆ_ đải đầu vào n và 


tín) = O(gứ9) 
ta nói thời gian tính tốt nhất của, thuật toán có bậc cao 


nhất là g(n) hay thời gian tính tốt nhất của thuật toán 
là O(g(n)). 
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ii) _ Nếu thuật toán đòi hỏi thời gian tính tồi nhất là tín) với độ 
dài đầu vào n và 
tín) = O0) 
ta nói đhởi gian tính tôi nhất của thuật toán có bậc cao 
nhất là g(n) hay thời gian tính tỗi nhất của thuật toán 
là O(()). 
ii) Nếu thuật toán đòi hỏi thời gian tính trung bình là tín) với 
độ dài đầu vào n và 
tín) = O(g0)) 
ta nói thời gian tính trung bình của thuật toán có bậc 


cao nhất là g(n) hay thời gian tính trung bình của thuật 
toán là O(g(n)). 


° Trong định nghĩa trên, nếu thay Ó bởi @ và “cao nhất" bởi "hấp nhất" 
ta có được định nghĩa bậc thấp nhất của thời gian I tỉnh tốt nhất, tôi nhất 
và trung bình của thuật toán. Nếu thời gian tính tốt nhất của thuật toán 
vừa là O(g(n)) vừa là O(g(n)), ta nói thời gian tính tốt nhất c của thuật 
toán là ®(g(n)). 


Ví dụ 
Đánh giá thời gian tính tốt nhất, tồi nhất và trung bình của thuật toán 
tìm kiểm tuyến tính ở (3.2.5). 
Giải. 
Ta sẽ đánh giá số lần thực hiện câu lệnh ¡ := ¿ +7 trong thân vòng lặp 
repeat, với độ dài đầu vào n. 

se Thời gian tính tốt nhất? 


Nếu x =a; : câu lệnh ¿ := ¡ +7 thực biện 1 lần. Do đó thời 
gian tính tôt nhât của thuật toán là ©@(1) . 


e Thời gian tính tôi nhất? 
Nếu x không có trong đấy: câu lệnh ¡ := ¡ +7 thực hiện n + 
¡ lần. Do đó thời gian tính tồi nhất của thuật toán là ©(n). 


e_ Thời gian trung bình? 
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Nếu x = a¡ câu lệnh câu lệnh ¿ := ¿ +7 thực hiện ¡ lần, nên 
sô lân trung bình phải thực hiên câu lệnh ¡ := ¡ + 7 là 


q+2+..tn)tn+l (n+l)(n+2) n+2 


n+l 2(n+]) 2 
Do đó thời gian trung bình của thuật toán là ®(n} 





Sau đây là tên gọi của một số dạng đánh giá thông dụng: 


(1) Hằng số 
. 9(fogan) Logarithmn 
©(n) Tuyến tỉnh 


© (nlgn) niogn 
@(n) : Đa thức bậc k 
©(a",a>2 Hàm mũ 

Giai thừa 





Trong bảng, các độ phức tạp được sắp xếp theo thứ tự tăng dần. Nghĩa 
là một bào toán có độ phức tạp © (n") sẽ phức tạp hơn bào toán có độ 
phức tạp © (n) hay © (lgn). 
Bảng sau đây cho ta thấy thời gian tính tăng như thế nào với các đánh 
giá khác nhau với đơn vị thời gian 0,001 giấy (những số có đơn vị kèm 
theo là những số gần đúng). 










Đánh giá |Thời gian tính nếu ø = 


ở |1 | s | | 
3 


l 0,001 0,001 0,001 0,001 
logzn 1 3 5 
n 2 8 2 
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160 384 

















1,02 giây 4,09 giây 
32,7 giây 4,36 phút 
49,6 ngày 5,85 x10 năm 


40,3 giây |8,34x10”năm| 4,02x 10” năm 


Định nghĩa 3: 
j Bài toán đặt ra được gọi là được giải. tốt, nếu ta có thể xây 


dựng thuật toán với thời gian tính tồi nhất là đa thức đề _ 
giải nó. 


1) Bài toán đặt ra được gọi là khó giải, nếu không có thuật 
toán với thời gian tính tôi nhất là đa thức để giải nó. 


1i) Bài toán đặt ra được gọi là không giải được, nếu ta không 
thể xây dựng thuật toán để giải nó. 
Ví dụ 
Một trong những bài toán không giải được là bài toán về tính dừng: cho 


một chương trình và tập đầu vào, hỏi rằng chương trình có dừng hay 
không? 
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BÀI TẬP CHƯƠNG 3 (THUẬT TOÁN) 


Bài 1 


Bài 2 


Bài 3 


Hãy vẽ lưu đồ của các thuật toán: 
8) Giải phương trình trùng phương. 
b) Tìm số lớn nhất trong một dãy số có n phần tử. 
cœ} Tính tổng S của n số nguyên đầu tiên. 
d) Tìm ước số chung lớn nhất của hai số tự nhiên. 
Viết thuật toán giải các bài toán sau: 
a) Giải hệ phương trình 
aix+bịy =Cị 

Kệ: ï.. 

b) Tính x° với x là một số thực và n là một số nguyên. 


Ghi chú: Trước hết cho một thủ tục tính x" với n là một số 
nguyên không âm bằng cách nhân liên tiếp với x, bắt đầu 
với l. Sau đó mở rộng thủ tục này và dùng tính chất x” = 
1/4" để tính x” với n âm. 

c) _ Chèn một số nguyên x vào vị trí thích hợp trong dãy các số 
nguyên ai, aa, ..., an xếp theo thứ tự tăng dần. 


d) Tìm cả số lớn nhất lẫn bé nhất trong một dãy hữu hạn các 
SỐ nguyên. 

Viết thuật toán giải các bài toán sau: 

a) Tìm trong một dãy các số nguyên số hạng đầu tiên bằng 
một sô hạng nào đó đứng trước nó trong dãy. 

b) Tìm trong một đãy các số nguyên tất cả các số hạng lớn 
hơn tông tật cả các số hạng đứng trước nó trong dãy. 

c) Liệt kê các giá trị khác nhau của một dãy số cho trước, và 
ứng với mỗi giá trị cũng cho biết số lần xuất hiện của giá 
trị đó trong dãy. Chăng hạn, với dãy cho trước sau đây: 

3542323546443 
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thì sẽ xuất kết quả như sảu: 
Giá trì Số lần xuất hiện 
2 





œ& th + L6) tk 
=” bò Q2 + 


Bài4 Chứng minh rằng: 
a) 1+2+3+..+n =O02) 
b) mì = OŒ) 
c) lgm! = O(nlgn) 
Bài5 Chứng minh rằng nếu f¡(x) = O(g¡(x)), (x) = O(gz(œ)) thì 
a) fi(x) + ©() = O(max{gi(), g2()}) 
b) fi@&).f(x) = O(gi(%).g2()) 
Bài6 Cho hàm số 
Ñx) = 2x) + x?logx 
Tìm số nguyên nhỏ nhất n sao cho f(x) = O(Œ”). 
Bài7 Chứng minh 
lg„!= ©(nlgn) 
Bài § — Thuật toán thông thường để tính toán giá trị của đa thức 
anX” + an.px®"Í +... + aIX + ao 


tại x =c được mô tả bằng ngôn ngữ phỏng Pascal như sau: 


Procedure Da_thuc(c, ao, â, ..., ân}; 


Begin 


power := l; 





y:=a0; 
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Eor ¡ := l ten do 


Begin 


DOW€T := pOWET * c; 


Y:=y + a¡ * poWer; 
End; {y = anc"+ an-jent +... + a¡c + ao} 
End; l 





a) Tính toán giá trị của đa thức 3x” + x + / tại x = 2 bằng 
cách thực hiện từng bước của thuật toán trên. 


b) Có chính xác bao nhiêu phép nhân và phép cộng trong 
thuật toán trên đã sử dụng để tính toán giá trị của đa thức 
tại x = c (không kể các phép cộng được dùng để tăng biến _ 
của vòng lặp). 


Bài 9 Đánh giá số lần thực hiện câu lệnh x := x + 7 trong các đoạn 
chương trình sau như là hàm của đầu vào z: 


3) 


for ¡:= Í ton đo 
for j:=I toi do 


X:=x ri]; 


Jin; 
While j >= 1 do 
Begin 

for ¡:=l to j do 


X:=x+]; 


J:=j div 2; 
End; 





© 
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Bài 10 Đánh giá thời gian tính tồi nhất của thuật toán sắp xếp nôi bọt 
Sau: 


Procedure Bubble_sort(an, 4a, ..., ân); 
Bcgin 
1:= 1; done := false; 
While (¡ < n) and (done = false) đo 
Begin 
đone := true; 
For j = l ton-1 do 
H a¡ > a¡-; then 


Begin ` 


đổi chỗ a; và 4/+¡ 


done := false; 
End; 
1:=z1†l; 
End; 
End; 





© 
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Chương 4: 
QUAN HỆ 


4.1. Quan hệ 
4.1.1. Các định nghĩa 
Định nghĩa 1: 


Một quan hệ hai ngôi giữa tập hợp 4 và tập hợp B là một tập con 
9i của AxB. Nếu (a, b)e9† ta viết a9 b, ngược lại (a, b) #9 ta viết 


a9†b. Một quan hệ hai ngôi giữa A và A được gọi là một quan mã hai 
ngôi trên A. 


Từ đây: ta dùng các từ “quan hệ” thay cho “quan hệ hai ngôi". 
Ví dụ 1 
Cho A = {a, b, c, đ}, B = {m, n}. 


Khi đó tập Ø† = {(a, n), (b, m), (c, n)} c AxB là một quan hệ giữa Á và B. 
Ví dụ 2 
Trên tập A = {1; 2; 3; 4; 5}, xét quan hệ 9t được định nghĩa bởi: 
a 9b © a + b là một số lẻ. 
Với quan hệ này ta có: 1 9† 2, nhưng 1 3i 3. 
Ví dụ 3 
Xu số nguyên a được nói là chia hết cho số nguyên n nếu 3 keZ: a = 


Khi ấy ta cũng nói n là ước số của a và a là bội số của n. 
Cho trước số nguyên n > 1, Va,b e Z ta định nghĩa quan hệ: 
a 9t b>a-— b chia hết cho n 


Quan hệ này gọi là quan hệ đồng dư modulo n. Nếu a 9 b ta viết 
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a =b (mod n) 

Với n= 7 ta có 9 =2 (mod 7) và 3 = 10 (mod 7) nhưng 3 # 6 (mod ?). 
Ví dụ 4 
Xét các quan hệ sau trên tập các số nguyên: 

9ìị= {(a,b)/a<b}, 

%;= {(a,b)/a= b hoặc a = -b}, 

W¿= {(@,b)/a=b+ 1}, 

#¿= ((a,b)/a+b<3). 


Hỏi mỗi cặp sau được chứa trong các quan hệ nào ở trên: (1; 1), (1; 2), 
2; Uvà(1;-DÐ? - 


Giải: 

Cặp (1; 1) thuộc 9q, 9i; và 9a; (1; 2) thuộc †¡ và %; (2; L thuộc 9%; 
và 9a; (1; -L) thuộc 9Ä và 3a. 

Định nghĩa 2: ` 


Một guan hệ n-ngôi giữa các tập hợp 4¿, Az„..., „ là một tập con 9 
của tích Descartes Ái x À2 x...X Áa. 


Các tập Ai, À¿,..., An được gọi là miền xác định, số n là bậc và (ai, a2, 
... an)  Ø† là bộ n - tọa độ (n - thành phân) của quan hệ. 
Ví dụ 
Với Ai = A¿= As= A = {1; 2; 3; 4). Xét quan hệ 3-ngôi: 
(a, b,c) e9 >a<b<ec 
Ta có 9t = {(1;2;3), (1;2;4), (1;3;4); (2;3;4)). 
Chư ý 
Quan hệ n-ngôi có thể biểu diễn đưới dạng bảng: 
Ví dụ 


Xét quan hệ có tên Giáo viên biểu diễn ở bảng sau: 


© 
Chương 4: Quan hệ 101 






Số điện thoại 





9912516 


8423169 35 
8321022 36 
9931521 25 
9912432 40 


Bảng gồm 4 cột biểu diễn quan hệ 4-ngôi với các thành phần: Số điện 
thoại, Tên giáo viên, Bộ môn và Tuỗi. 


Một cơ sở dữ liệu gồm các bản ghi, đó là các bộ n thành phân, n thành 
phân này ú ứng với n tọa độ của quan hệ n-ngôi. 


Quan hệ 4-ngôi ở bảng trên ứng với 5 bản ghi, mỗi bản ghỉ có 4 thành 
phân: 


(9912516, Hùng, Mạng, 40); 
(8423169, Long, HTTT, 35); 
(8321022, An, CNPM, 36); 
(9931521, Long, KHMT, 2%); 
(9912432, Mai, Mạng, 40). 
4.1.2. Ma trận biểu diễn quan hệ 
Cho Sư là một quan hệ giữa tập A = {Xì, X¿,..., Xa} và tập B = {yt, %, 
‹› Yn 


Ta có thể biểu diễn quan hệ # dưới dạng một ma trận không - một Mụ, 
gọi là ma trân quan hệ như sau: 


Các phần tử của A được sắp xếp theo một trật tự nào đó trên một cột, 
còn các phần tử của B được sắp xếp theo một trật tự nào đó trên hàng. 
Khi đó Mự = (mj)mxa được xác định: 
1 khi x,#y,, 
mạ = : = 
0 khi x,#fy,, 
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Ta nói # được biểu diễn bởi ma trận Mụ,. Quan hệ hai ngôi 9† và ma 
trận Mụ xác định lẫn nhau một cách duy nhất. 


Ví dụ 
Cho A = {2; 3;4),B= {5; 6; 7; 8} và %t={(; 6), (2; 8), (3; 6), (4;8)}. 
3.6 78 
210 1 0 1 
Ta có : M„y= 3 |0 I 0 0Ị. 
4|0 001 


Trường hợp đã biết trật tự sắp xếp (chăng hạn tăng dần) các phần tử của 
A (theo cột) và B (theo đòng) thì ta chỉ việt: 
0 1 01 
M„ạ=|0 I 0 0JỊ. 
9 0 01 


** Nếu 9 là một quan hệ trên A và |A|=n thì Mạ là ma trận vuôn cấp 
q B 
n. 


4.1.3. Xác định một quan hệ % trên A 


Cách 1: Liệt kê tất cả các cặp hay bộ phần tử có quan hệ 9 (nếu 9i có 
ít phân tử). Trong ví dụ L ở (4.1.1), quan hệ 9% được cho theo cách liệt 
kê. 

Cách 2: Chỉ ra ma trận biểu diễn quan hệ 9‡ (nếu A cớ ít phần tử) 


Cách 3: Nêu tính chất đặc trưng cho quan hệ 3, tức là tỉnh chất hay 
tiêu chuẩn để xác định các phần tử thuộc 9# hay không. Trong các ví dụ 
2, 3 và 4 ở (4.1.1), quan hệ 9t được cho bằng cách nêu lên tính chất đặc 
trưng cho quan hệ. 

Chú ý 

Ngoài 3 cách trên đề biểu điễn một quan hệ, ta còn biểu đồ (dạng đồ th) 


để biểu diễn quan hệ. Cách biểu diễn này sẽ được xét trong phần sau, 
khi nói về biểu đồ Hasse của một cấu trúc thứ tự. 
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4.2. Quan hệ tương đương 

4.2.1. Các định nghĩa 

Định nghĩa 1: 

Một quan hệ 9 trên tập A được gọi là phản xạ (reflexive) nếu: 

VXS€A :x 9x. 
Ví dụ 1 
Xét các quan hệ trên tập {1,2,3,4): 

#i= {;1), đ;2), 2;1), (2;2), (3:4), (4;1), (4;4)} 
#2= {d;1), đ;2), (2;1)} 
® = {;1), ;2), (1;4), (2;1), (2;2), (3;3), (4; 1), (4;4)} 
9= {;1), 3;1), (3;2), (4:1), (42). (4:3)} 


%¿ = {Œ;D), (1;2), (1;3), (1;4), (2;2), (2;3), (2;4), (3;3), 
@;⁄, (4;4)) 


#,= {G@:4)} 
Các quan hệ 3; và 9t; là phản xạ, vì cả hai quan hệ đó đều chứa tất cả 


các cặp dạng (x; x), cụ thê (1; 1), (2; 2), (3; 3), (4; 4). Các quan hệ khác 
không phải là phản xạ vì chúng không chứa tất cả các cặp đó. 


Ví dụ 2 - 

Xét các quan hệ sau trên tập các số nguyên: 
%,={(ab)/a<b} 
%l,= {(a,b)/a> b} 
%;= {(a, b) /a = b hoặc a = -b} 
%W,= {(,b)/a =b} 
9, = {(,b)/a=b+ 1} 
9%, ={(a,b)/a+b <3} 
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Các quan hệ9t,, 9,và 9†,là phản xạ. Các quan hệ khác không phải là 
phản xạ. 
Định nghĩa 2: 
Một quan hệ 9 trên tập A được gọi là đối xứng (symmeiric) nêu: 
VX,y€A : x9 y — y9†x. 

Ví dụ 3 
Các quan hệ 9, và 9†; trong ví dụ I là đổi xứng. Các quan hệ 
%;,9, và 9t trong ví dụ 2 là đôi xứng. 
Định nghĩa 3: 
Một quan hệ 9ï trên tập A được gọi là bắc cầu (transitive) nếu: 

: VX,y,z€A : x8 y và y9 z — x9 z. 
Ví dụ 4 
Các quan hệ9,,9, và%„ trong ví dụ 1 là bắc câu (9ï, không có tính 
bắc cầu vì (3; 4), (4; 1)e 9, nhưng (3; 1)e 9, ,...). Các quan hệĐĩ,, 9; 
và9t, trong ví dụ 2 là bắc cầu. 
Định nghĩa 4 (quan hệ tương đương): 


Một quan hệ 3t trên tập hợp A được gọi là guan hệ tương đương nếu 
nó phản xạ, đối xứng và bắc cầu. 


Hai phần tử quan hệ với nhau bằng một quan hệ tương đương được gọi 
là trơng đương với nhau. 


Ví dụ § 


1. Gọi £ là tập hợp các đường thăng trong mặt phẳng. Quan hệ 
song song được định nghĩa bởi: 


MỸWNceM/N 
là quan hệ tương đương. 


Tuy nhiên, quan hệ " L " (vuông góc) trên £ không phải là quan hệ 
tương đương, vì nó không phản xạ và bắc cầu. 
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2. 


Giải : 


Quan hệ #‡ ={(1; 1),(2; 2),(3; 3}>(2; 3),G; 2)} trên A ={1; 2; 3} 
là quan hệ tương đương. 


Gọi A là tập hợp những người đang sống trên trái đất. Ta định 
nghĩa quan hệ 9Ÿ trên A như sau : 


x 9Ï y © x và y có cùng năm sinh. 
Khi đó 9 là một quan hệ tương đương. 
Quan hệ 9 trên R : x 9Ÿ y © sinx = siny 
là một quan hệ tương đương. 
Quan hệ đồng đư modulo n (n nguyên > l) 
9t = {(a,b) / a = b (mod n)} 
có phải là quan hệ tương đương trên tập các số nguyên không ? 


«ồ — VacZ, ta có a— a = 0 chia hết cho n (vì 0 = 0.n) nên a = a (mod n) . 
= 9† phản xạ. 

„ồ  Va,beZ,„ giả sử a= b (mod n). Khi đó a - b =.kn, với keZ. Từ đó 
suy ra b - a = -kn, vậy b = a (mod n) — 9Ÿ đối xứng. 

„ồ  Va,b,ceZ, giả sử a = b (mod n) và b = c (mod n). Khi đó 3k, leZ: 
a-b =kn và b - c = In. Cộng lại ta được: a - c = kn + Ín = (k + l)n, 
vậy a = c (mod n) => bắc cầu. 


Vậy #t là một quan hệ tương đương. 


4.2.2. Lớp tương đương 
Định nghĩa: 


Giả sử # là một quan hệ tương đương trên À và xeA. Khi ấy lớp 
tương đương chứa x, kí hiệu x hay [x], là tập hợp con: 


Ví dụ 


{yeA /y 9# x} 


1. Xét quan hệ %‡ trên R: 


x9ly€©xÌ- 12x = vˆ- l2y. 
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{ là một quan hệ tương đương. Xét 0; 2; -5 e R. Ta có : 

[0] = {xe R/x 90} = (xe R/x?- 12x = 0} = {0; 24/3;-265 } 
[2] = (xe R/x912) = {xe R/xỶ- 12x =-16} = {2; -4} 
[-5]= {xe R/x 9 (-5)} = (xe R/x)- 12x =-65} = {-5} 

2. Quan hệ = (mod 3) có 3 lớp tương đương : 

[0] = {...; -6; -3; 0; 3;....} 

[1]= {... -5; -2; 1;4;...} 

[2] {...; -4:; -1; 2; 5;...} 
Để ýrằng: [0]=[3]=[6]=... 
[H]=[4l=U]=... 


Như thế {[0], [1], [2]} là một phân hoạch của Z„ nghĩa là Z, là hợp của 3 
tập hợp đôi một rời nhau [0], [1] và [2]. Tổng quát hơn ta có : 


Định lí 1 

Giả sử ?† là một quan hệ tương đương trên tập hợp A. Khi ấy: 
a) VxeA,x e[x] : 
b) Vx,yeA, x 9† y ©[x] = [y] 
e) Nếu [x] [y] # Ø thì [x] = [y] 


Vậy quan hệ tương đương 9 phân hoạch tập hợp A thành các lớp tương 
đương rời nhau từng đôi một. Hai phần tử có quan hệ #† thì cùng thuộc 
một lớp tương đương. Hai phân tử không quan hệ 9† thì thuộc về hai lớp 
tương đương rời nhau. Mỗi phần tử trong một lớp tương đương đêu là 
một phân tử đại diện của lớp tương đương đó. 
Ví dụ 
l. Cho A = {O; 1l; 2; 3; 4; 5; 6; 9; 11; 23; 24; 39}. Xét quan hệ 
tương đương = (mod 5) trên A. Ta có : 
[0]= {0; 5} = [5]; 
[HỊ= {1; 6; L1} =[6]=[H]; 


21= Ø2); 
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[31= (3; 23) ={23]; 
[4] = (4; 9; 24; 39} = [9] = [24] = [39]. 


Tập A được phân hoạch thành 5 lớp tương đương rời nhau từng đôi một 
là {2}, {0; 5}, {3; 23}, {1; 6; 11}, {4; 9; 24; 39). 


2. Xét quan hệ #‡ trên Z: m J#tn <© m° = n. 
9 là một quan hệ tương đương. Các lớp tương đương là: 
{0}, {-1; 1}, (-2; 2},... f-n; n},.... 

ở đây Z. được phân hoạch thành vô số tập con hữu hạn. 
Định lí 2 
Giả sử % là một quan hệ tương đương trên tập hợp A. Khi đó các lớp 
tương đương của 9† sẽ lập nên một phân hoạch của A. Ngược lại, với 
mỗi phân hoạch đã cho {A¡ / ¡  I} của tập A, tồn tại một quan hệ tương 
đương # có các tập con A; là các lớp tương đương của nó. l 


Với n e Z„ quan hệ đồng dư (mod n) là một quan hệ tương đương với n 
lớp đồng dư (lớp tương đương) [0], [1]. ..., [n-1]. Các lớp đồng dư này 
được ký hiệu lần lượt là [0]a, [l]n, ... sín-Tli; Chúng tạo thành một phân 
hoạch của tập các số nguyên. 


Ví dụ 


Xác định các tập trong phân hoạch các số nguyên tạo bởi quan hệ đồng 
dư (mod 4). 


Giải. 

Có 4 lớp đồng dư là: 
{01a = {...-8, -4,0, 4, 8,...} 
[1k = {...-7, -3, 1, 5, 9, ...} 
[2]a = (....-6, -2, 2, 6, 10,...} 
[k= (...-5, -1, 3, 7, 11,...} 


Các lớp đồng dư này rời nhau và mỗi số nguyên chỉ thuộc một trong 4 
lớp trên, tức là chúng tạo nên một phân hoạch của tập các sô nguyên. 
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4.3. Quan hệ thứ tự 
4.3.1. Các- định nghĩa 
Định nghĩa 4: 





Một quan hệ 9† trên tập A được gọi là phản xứng (antisymmetric) nêu: 
Vx,y€A: x9 y và yŸ† x = x = y. 

Ví dụ 1 

Các quan hệ 9i, ,#†, và Ø†, trong ví đụ 1 ở (4.2.1) là phản xứng; đối với 

các quan hệ này không có cặp (a, b) nào với a # b sao cho cả (a, b) và 

(b, a) đều thuộc các quan hệ đó. Tương tự, các quan hệĐï, ,%, ,9i„ và 

3, trong ví dụ 2 ở (4.2.1) là phản xứng (9l, phản xứng vì a<bvàb<a 

kéo theo a = b; †, phản xứng vì không thể có đồng thời a > b và b > â; 

#, phản xứng vì hai phần tử có quan hệ với 9, nếu và chỉ nếu chúng 

bằng nhau; 9t, phản xứng vì không thể đồng thời có a =b+l và b= art). 

Ví dụ 2 

Quan hệ ““<” trên Z, Q hay R là phản xứng 

Định nghĩa 2: 

Một quan hệ % trên dập, hợp A được gọi là quan hệ thứ tự nếu nó phản 


xạ, phản xứng và bắc cầu. Khi ấ ây ta nói A là một tập hợp sắp thứ tự 
(hay có thứ tự). 


Chủ ý 

« Ta thường kí hiệu một quan hệ thứ tự bới<. Cặp (A, ~) là một tập 
hợp có thứ tự. 

° Giả sử B là một tập hợp con của một tập hợp có thứ tự (A,~). Khi 
ấy < cảm sinh một thứ tự trên B một cách tự nhiên: với x, ye B, ta 
nói xX< y trong B nếu x~< y trong A. 

Ví dụ 
1. (R, <) là một tập hợp có thứ tự. Thứ tự < cảm sinh các thứ tự tự 

nhiên trên Z„ Q. 
2.. Vớin e Z'(tập các số nguyên dương), đặt: 
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={aceN/a | n} 
trong đó a | n có nghĩa a là một ước của n hay n chia hết cho a. 
Trên Un ta định nghĩa quan hệ: 

xfy«©©x | Y. 
Rõ ràng 9 là phản xạ và bắc cầu. 
Giả sử x9† y và y9 x. Ta có: y= kx và x =ly với kl e Z”. 
Suy ra y=kly = kÌ=1= k=l=l (dok,1e Z?). 
Vậy x = y, nghĩa là 9t phản xứng. 

Do đó 9i là một quan hệ thứ tự. Ký hiệu Ìsẽ được dùng thay vì <. 
Chẳng hạn, với n = 8 ta có: 
Us = {1, 2, 4, 8}. 
Ta có thể liệt kê các cặp thuộc quan hệ trên: 
{đ,D, (1,2), (1,4), (1,8), (2,2), (2,4), (2,8), (4,4), (4,8), (8,8)} 


3. Quan hệ bao hàm C trên tập hợp ZXE) (Z(E): tập gồm tất cả các 
tập con của E): 


A~B<>AcB. 


là một quan hệ thứ tự, gọi là thứ tự bao hàm. Kí hiệu A c B sẽ 
được dùng thay vì <. 


Định nghĩa 3 ˆ 
(thứ tự toàn phần và thứ tự bán phần): Xét tập hợp có thứ tự (A,~}. 
1) ~< là thứ tự toàn phần nếu Vx, yeA: &< y)V (y< X) 
{nghĩa là hai phần tử bất kỳ của A đều so sánh được}. 
lì) ~ là thứ tự bán phần nếu 3x,yeA: (xK< y)A (y< x). 
Ví dụ 
NÑ, Z, Q, R với thứ tự < thông thường là những tập hợp sắp thứ thự toàn 
phần. 
C là thứ tự bán phần trên ZXE) (nếu [E| > 2). 
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Chẳng hạn, với E = {a, b}, ta có 
2Œ) = {Ø, E, {a}, {b}} và {a}ơ {b}, (b}ơ {a). 

Định nghĩa 4 
(phân tử nhỏ nhất và phần tử lớn nhất): Xét tập hợp có thứ tự (A,<). 

i. acc A là phần tử nhỏ nhất của tập A, ký hiệu a = min(A), nếu 

VXx€A ta cổ: a< x. 
ii. be A là phần tử lớn nhất của tập A, ký hiệu b = max(A), nếu 


Vx€A ta có: x< b. 


1. Trong tập hợp có thứ tự (A, <), với A = {x e Z/ xˆ < 100}. Ta 
có 
min{A) = -9, max(A) = 9. 
2.. min(R, <) và max(R, <) không tổn tại. 
3. min(Z(E),c) = Ø và max(Z(E),C) = E. 
Nhận xét 


° Phần tử lớn nhất (nhỏ nhất) của A có thể tồn tại hoặc không tổn tại, 
nếu tồn tại thì duy nhất. 


«Ổ Nếu(A,<)là tập hợp hữu hạn được sắp thứ tự toàn phần thì min(A) 
và max(A) đều tồn tại. 


- _ Nếu mín(A) và max(A) đều tồn tại thì min(A) < max(A). 
Định nghĩa 5 
(phân tử tối tiểu và phần tử tối đại): Xét tập hợp có thứ tự (A,<}. 
¡. ae A là phần tử tối tiểu của A nếu không tôn tại xéA sao 
cho a #x~a. Nói cách khác mệnh đề sau là đúng: Vx e A, 
X~xa=x=a. 
Ìi. be A là phần tử tối đại của A nếu không tôn tại x e A 
sao cho b< x # b. Nói cách khác mệnh đề sau là đứng: Vx 
<A,bx x=b=x. 
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Ví dụ 
1. (R, <) không có phần tử tối tiểu và tối đại. 
2. Cho E= {a,b,c} và A =Œ)\ {Ø, E). Khi đó (A, ©) có 3 
phần tử tối tiểu là {a}, {b}, {c} và 3 phần tử tối đại là {a, b}, 
{a, c}, {b, c}. 
3. Cho A= Đ: 4; 5; 6; 8; 12}. Khi đó (A, | ) có hai phần tử 
tối tiểu là 2 và 5; có 3 phần tử tối đại là 5, 8 và 12. 
Định lý 1 
Trong một tập hợp SẮP. thứ tự, phần tử lớn nhất (tương ứng nhỏ nhất), 
nêu tôn tại, là phần tử tối đại (ương ứng tối tiểu) duy nhất. 
Định lý 2 
Nếu một tập hợp sắp thứ tự hữu hạn có một phần tử tối đại (tương ứng 


tối tiểu) duy nhất thì phần tử đó chính là phần tử lớn nhất (ương ứng 
nhỏ nhất). 


Chú ý 

Định lý trên sẽ không còn đúng nếu bỏ đi điểu kiện hữu hạn của tập 
hợp. 

Định nghĩa 6 

(phần tử chận dưới và phần tử chân trên): Xét tập hợp có thứ tự (A,~) 
và BcA. 


Ì. acc A là một chận dưới của B nếu Vx e B ta có a< X. 
Phân tử lớn nhât của tập hợp {a e A/ a là chận dưới của 
B} được ký hiệu là inf(B). 

ii. be A là một chận trên của B nếu Vx e B ta có x< b. 
Phần tử bé nhất của tập hợp {b œ A/ a là chận trên của B} 


được kỷ hiệu là sup(B). 
.- Ví dụ 
Trong (R, <), xét A = {x e R/ x?< 100}. Ta có sup(A) = 10, inÑA) = -10. 
Chú ý 


Nếu trong tập A tồn tại phần tử maxA (tương ng mìn4) thì đó cũng 
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Định nghĩa 7 (thứ tự tốt): 
Một tập hợp có thứ tự được gọi là có ứhứ tực, tốt (hay được sắp tối) nêu 
mọi tập con khác rồng đều có phần tử nhỏ nhất. 
Ví dụ 8 
1. Tập hợp có thứ tự (N, <) là một tập hợp được sắp tốt. 
2. Tập hợp có thứ tự (Z, <) không phải là một tập hợp được sắp tốt 
vì Z không có phần tử nhỏ nhất. 
4.3.2. Biểu đồ Hasse cho các tập hợp hữu hạn được sắp thứ 
tự 
Định nghĩa 1: 
Xét tập hợp có thứ tự (A,~<) và x, y là hai phần tử bất kỳ của A. 
¡. Nếu x< y ta nói y là trội của x hay x được trội bởi p. 
li. y là trội trực tiếp của x nếu y trội x và không tổn tại một 
trội z của x sao cho: 


- - 


X.Z,y 
Định nghĩa 2: 
Biểu đồ Hasse của một tập hữu hạn có thứ tự (A, <) bao gồm: 
i.. Một tập hợp các điểm trong mặt phẳng tương ứng 1-1 với 
A, gọi là các đỉnh. 
li. Một tập hợp các cung có hướng nối một số đỉnh: hai đỉnh 


x, y được nội lại bởi một cung có hướng (từ x tới y) nếu y 
là trội trực tiếp của x. 


Ví dụ 


âi 


äs ®a6 
84 


Trên đây là biểu đồ Hasse của một tập hợp sắp thứ tự {ai, 
đa, 8ạ, 84, As, ao} trong đÓ : âi-<82~< 8 VÀ 84~+8s~< 33; 8s 
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2. Biểu đồ Hasse của {1; 2;‹3; 4; 5} với thứ tự thông thường 
có dạng của một dây chuyên: 


E25 37 `44.. 's⁄2 


Ta có thể duyệt hết các đỉnh qua một lần bằng cách đi theo 
các cung mà không quay trở lại. 


3. Cho§= {2; 3; 6; 8; 9; 12;18}và | là quan hệ ước số trên S. 
Khi đó (S, [) có biểu đề Hasse như sau: 


đi 8 12 
2 n 18 
3 9 
BÀI TẬP CHƯƠNG 4 (QUAN HỆ) 


Bài l Xác định quan hệ nảo sau đây là quan hệ giữa Á = {a,b,c} và 


B=(1;2): 
a) #t,={(a,1), (b,2), (c,1)} b) #;= {Œ,Ú)} 
e) 9#;={(a,2), (b,D)} d) 9#,=Ø 
e) #;= AxB 


Bài2 Giả sử A = {a,b,c} và B= {1;2}. 
a) Tìm số quan hệ giữa A và B 
b}ỳ Tìm sô quan hệ trên A 
c) Tìm số quan hệ giữa A và B không chứa (a,L), (a,2). 
d) Tìm số quan hệ giữa A và B chứa đúng 3 cặp có thứ tự. 
Bài3 Giả sử A;= {0; 1; 2; 3; 4}, As= {1;3;:7; 12}, 
— As=({0;1;2;4; 8; 16; 32}, A¿= (-3,-2,-1,0,1,2,3). 
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Bài 4 


Bài 5 


Bài 6 


Bài 7 


Bài § 


Bài 9 


Bài 10 


Chương 4: Quan hệ 


a) Xét W,={(X,y,z) e AIKA¿2XA¿xA¿ ; xyzt = 0}. Hãy tính 
II. 

b) Xét #,={(x,y,zÐ e AIiXA2XA¿xA¿ : xyzt < 0}. Hãy tính 
I#;l. 

Cho A = (1; 2; 3} và9 = (1; D, (2; 1), (3; 2), (1; 3)} là một 

quan hệ trên A. Xác định mỗi câu sau đây đúng hay sai: 

a) 191 b) 192 

cì 2#2 đ) 2Ø 


Cho 9 là quan hệ trên tập hợp số nguyên dương N xác định 
bởi phương trình 3x+4y = 1?. Viết 9t ở dạng một tập hợp các 
cặp thứ tự. 


Cho X = {a, b, c, d, e, f} và Y = {beef, dad, ace, cab}, # là 
quan hệ giữa X và Y, trong đó (x,y)e 9 nếu x là một mẫu tự 
trong từ y. Tìm ma trận M biểu diễn 9t. 


Xác định khi nào một quan hệ 3i trên A là không phản xạ, 
không đối xứng, không bắc cầu, không phản xứng. 


Xét tập A = t; 2; 3}. Trong số các quan hệ dưới đây, hãy cho 
biết quan hệ nào là phản xạ, đối xứng, phản xứng, bắc cầu : 


a) R= ((Q; ]), (1; 2), (; 3), (3; 3)} 

b) S= {Œ; 1),(1; 2), @; D, @; 2), ; 3)} 

€ T=((1; D,(1; 2), (2; 2), 2; 3) 

Nếu các ví dụ về các quan hệ † trên A ={1; 2; 3} thoả mãn: 
a) 9† vừa đối xứng vừa phản xứng 

b) 9i không đối xứng cũng không phản xứng . 


Trong số Các quan hệ dưới đây, hãy cho biết quan hệ nảo là 
phản xạ, đối xứng, phản xứng, bắc cầu : 


a) Quan hệ 9 trên Z : xĩ y © x+y chẵn 
b) Quan hệ 9t trên Z : x Ø† y © x-y lẻ 
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d) Quan heä % trên R : x#t y > |x| = |y| 
e) Quan heä 9i trên R : xi y © sin x + cos”y =l 
Bài II Cho 9 = {(1; l), (1; 3), (3; 1), 3; 3)}. 


# có phải là quan hệ tương đương trên A = {l; 2; 3} không ? 
Trên B = {1; 3} không ? 


Bài 12 Cho A = {I; 2; 3;..., 14; 15} và 9t là một quan hệ trên A được 
xác định bởi: 
(a,b) % (c,d) © atd = btc. 
Chứng minh 9† là một quan hệ tương. Tìm lớp tương đương của (2;l 1). 
Bài 13 Cho A = (1;2; 3; 4; 5; 6} và 
3 = {q;]), (1:2), (2;1), (2;2), (3;3), (4;4), (4;5), (5;4), (5:5), (6;6)}. 
3a) Kiểm tra % là một quan hệ tương đương 
b) Tìm các lớp tương đương [1], [2], [3] 
©) Tìm phân hoạch của A thành các lớp tương đương. 
Bài 14C là một tập con cổ định của E, xét quan hệ 9ï trên 7+E): 
A®iB<© An = BC. 
a) Quan hệ 9i có phải tương đương không ? 
- b) Với E= {1;2; 3} và C = {1; 2}. Tìm phân hoạch của Z{E) 
thành các lớp tương đương. 


©) Với E= (1; 2; 3; 4; 5} và C = (1; 2; 3}. Tìm lớp tương 
đương [{l; 3; 5}]. Có bao nhiêu lớp tương đương khác 
nhau ? 


Bài 1S Kiểm chứng 9t là một quan hệ thứ tự trên tập hợp § và cho 
: biết đó là thứ tự toàn phân hay bán phần ? Vẽ biểu đồ Hasse 
của (S,%) và chỉ ra các phần tử min, max, tối tiểu, tối đại (nếu 

có) của (S, 3). 


Aa) S5={2;3;4; 5;6; 7; 8;9; 10), Vx,yeS: 
xÖ y © [x < y và (x-y) chăn] hoặc [x lẻ và y chẵn] 
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c©) S= {2;3; 4; 6; 8; 16; 24;'32; 48; 96}, Vx,y e S: x9Ïy © 
xÌy. 
đ) S= (0; 5; 10; 15; 20; 25; 30; 40}, Vx,y e §: xfy©yÌx. 
Bài 16 Cho tập hợp E và một quan hệ #i trên E. Chứng mình rằng 
9 có hai tính chất đối xứng và phản xứng © x 9† y = x = y. 


Bài 17 Cho tập hợp E. Một quan hệ 9t trên E có thể vừa là quan hệ 
tương đương, vừa là quan hệ thứ tự không ? 


Bài 18 Chứng minh rả rắng trong một tập hợp sắp thứ tự, phần tử lớn 
nhất, nếu tồn tại, là phần tử tối đại duy nhất. 


Bài 19 Chứng minh rằng trong một tập hợp sắp thứ tự hữu hạn thì: 
a) Mọi phần tử được trội bởi một phần tử tối đại. 
b) Nếu m là phần tử tối đại đuy nhất của A thì m là phần tử 
lớn nhật. 
Bài 20 Giả sử A = 7{E) với E = {1; 2; 3}. Trong tập A với thứ tự bao 
hàm, hãy tìm sup và mm của tập con B — Á dưới đây : 
4) B=((1),2)) 
bỳ B=({{1,),0).0;2)) 
€ B=2,(1),2L(12)) 
đ B=((1)/127(1;3).1;2; 3)) 


Bài 2l Trong các tập hợp sắp thứ tự dưới đây, cho biết tập hợp nào 
sắp thứ tự tốt : 


a) (N,<) 

b) (Z,<) 

©) (Q,<) 

đ) (Q7,<) 

e) (P, <) trong đó P là tập hợp các số nguyên tổ 

Ð (A, <) trong đó A z Ø là một tập con hữu hạn của Z, 
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Chương 5: 
ĐẠI SÓ BOOLE 


5.1. Mở đầu 


Đại số Boole đưa ra các phép toán và qui tắc làm việc với tập {0; 1}. 
Trong các mạch điện của máy tính, các dụng cụ điện tử và quang học 
được nghiên cứu bằng cách dùng tập nảy và các qui tắc của đại số 
Boole. Ba phép toán được dùng nhiều nhất trong đại số Boole là; 


1) Phân bù của một phần tử, ký hiệu bằng một gạch ngang trên đầu, 
được định nghĩa bởi: 
0=1 và =0; 
2) Tổng Boole, ký hiệu là + hoặc OR (hoặc), được xác định: 
I+1>l;1+0=l;0+1=l1;0+0=0; 
3) Tích Boole, ký hiệu là . hoặc AND (và), được xác định: 
1.1 =1; 1.0=0; 0.1=0; 0.0 =0. 
Chúý _ 
s - Ký hiệu. có thể bỏ đi như các tích đại số thông thường. 
e Thứ tự thực hiện các phép toán Boole: 
e© lấy phẩn bù 
® tích Boole 
se tổng Boole 
e _ Phép lấy phần bù, lấy tổng và tích Boole tương ứng với các 
toán tử logic ¬, v và a; trong đó 0 tương ứng với chân trị 
“sai” và l tương ứng với chân trị “đúng”. Các kết quả Của 
đại số Boole có thê được dịch trực tiếp thành các kết quả về 


các mệnh đề. Ngược lại, các kết quả về các mệnh đề cũng có 
thể dịch thành các khẳng định của đại số Boole. 
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Ví dụ Tìm giá trị của L0+(0+1). 
Giải. 
1/0+(0+1)=0+I=0+0=0. 


5.2. Hàm Boole và biểu thức Boole 
5.2.1. Hàm Boole 
Định nghĩa 1. Cho B = {0, 1}. Một ánh xạ 
f£ B"h - B 
(XI,..Xn) + ẤXi,...,Xn) 
gọi là hằm Boole bậc n theo n biến Xị,....Xn. 
Chú ý 
e Các hàm Boole còn gọi là hảm logic hay hàm nhị phân. 
e_ Các biến xuất hiện trong hàm Boole được gọi là biến Boole. 


e Mỗi hàm Boole được liên kết với một bảng cho biết sự phụ 
thuộc của hàm Boole theo giá trị của các biến Boole, gọi là 
bảng chân trị của hàm Boole. 


Ví dụ 1 Hàm Boole hai biến x„y) với giá trị bằng I khi x = 1, y = 0 
và bằng 0 với mọi khả năng còn lại của x và y có thể được cho 
trong bảng sau: 





Bảng chân trị của f(x,y) 


Ví dụ 2 Các cử trí A¡, À¿ và A; tham gia bỏ phiếu trong cuộc bầu cử 
có ứng cử viên D. Các biên Boole tương ứng là xị, Xa, Xã 
Hà L nếu A, bầu phiếu cho D th 
SJ 
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1 nếu D trúng cử (D được ít nhất hai phiếu) 


Đặt Í(X,,X;,X;)= 2# Ä x 5 : La 
0 nếu không trúng cử (D được ít hơn hai phiếu) 


Ta có hàm Boole f: BỶ — B tương ứng với bảng chân trị dưới đây: 


[X | |xy| fŒ&xuXz% —- 
0010 0 





Định nghĩa 2. 
Hai hàm Boole f và g được gọi là bằng nhau, kỹ hiệu f= g, nếu: 
Ẩ(Xi,Xa;...,Xn) = B(XI,X,...,Xn) với mọi Xị,Xạ,....Xa e B, 
Định nghĩa 3. _ _ 
Phần bù của hàm Boole f, ký hiệu làf, được xác định như sau: 
Ÿ (XI,Xa,...,Xn) =f(X\,X;,...X„) ` 
Định nghĩa 4. 
Tổng Boole f+ g và fích Boole £.g, được xác định như sau: 
(+ g)(XI,X¿,...,Xn) = Ẩ(Xt,X¿;...,Xn) Ð g(X1,X2,...,Xa). 
(Êg)(XI;Xa,...,Xn) = Ấ(XI,X¿,...,Xa).8(XI.X2,...,XnỒ. 
Chú ý Số hàm Boole n biến khác nhau là 2”. 


Thật vậy: theo qui tắc nhân của phép đếm =— có 2" bộ n phần tì khác 
nhau gốm các số 0 và 1. Vì hàm Boole là sự gán 0 hoặc 1 cho mỗi bộ 


trong số 2" bộ n phần tử đó, nên lại theo qui tắc nhân sẽ có 2? các hàm 
Boole khác nhau. 


Ví dụ 
12z.0.ðffdf)lbbiadPgsbusQidiất thie0đihlm 4gb che (b†e4dng sau 


II? 12o 
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Chúý f4 là hảm hằng 0; È là hàm hằng 1; 6 là hàm lặp lại giá trị x; 
f; là hàm lấy phần bù của x. 
5.2.2. Biểu thức Boole 
Ở trên ta đã thấy hàm Boole có thể cho dưới dạng bảng. Các hàm Boole 
cũng có thể được biểu diễn bằng cách dùng các biểu thức được thiết lập 
từ các biến và các phép toán Boole. 
Các biểu thức Boole với các biến XI, X2„..., Xa được định nghĩa 
một cách đệ quy như sau : 


° 


Chú ý 


0, 1, XỊ, Xa,..., xạ là các biểu thức Boole. 
Nếu E và E; là các biểu thức Boole thìE,, E4E; và E + E; 
cũng là các biểu thức Boole. 


Mỗi biểu thức Boole biểu diễn một hàm Boole. Các giá trị 
của hàm này nhận được bằng cách thay 0 và 1 cho các biến 
trong biểu thức đó. 
Hai biểu thức Boole cùng biểu điển một hàm Boole thì 
tương đương nhau. 


Ví dụ Tìm giá trị của hàm Boole được biểu điễn bởi: 


Giải. 


F(x,y,z) =xy + z. 


Các giá trị của hảm này được cho trong bảng sau: 
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5.2.3. Biểu diễn các hàm Boole 


Vấn đề : Cho các giá trị của một hàm Boole n biến xị,Xa,..., xạ. Làm thế 
nảo để tìm được biểu thức Boole biểu diễn hàm đó ? 


Định nghĩa 1. 
¡)_ Một biến Boole hoặc phần bù của nó được gọi là một tục biến. 


1) Tích Boole VIY›...Ya trong đó y¡ =Xị hoặc y; =x: VỚI Xị, Xa, ...Xn là 
các biên Boole được gọi là một tiêu hạng. 


Ghi chú - 
e Tiểu hạng viy¿..ÿn có giá trị l «@©© mọi yị = Ì <© 
x, khi x,=l 
“IS... khí x, =0. 


° Tổng Boole của các tiểu hạng có giá trị l chỉ khi một trong 
các tiểu hạng của tổng có giá trị l. 


« Tổng Các tiểu hạng biểu diễn hàm Boole được gọi là khai 
triển tổng các tích hay dạng tuyển chuẩn tắc của hàm Boole. 


Ví dụ _ Tiểu hạng chỉ có giá trị bằng. 1 nếu xị = Xạ= Ô Và Xạ= Xa X; =Í 
là x ;X;XX¿ Xs. 


Ví dụ 2 Tìm biểu thức Boole biểu diễn hàm Boole f{x,y) xác định theo 


bảng sau: 
+ L + #9 — 
0 
1 
0 


Giải. 

Hàm có giá trị 1 khi x = 1, y = 0 và có giá trị 0 trong mọi trường hợp 
còn lại. Từ đó biểu thức Boole của f(x,y) chỉ có 1 tiểu hạng làxy. Vậy 
f(x,y) =xy. 


Ví dụ 3 Tìm các biểu thức Boole biểu diễn các hàm f{x,y,z) và g(x,y,2) 
xác định theo bảng sa 
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Lz |fxy2) | g@y.2) | 
1 1Ì 0 0 
1 0 | 0 I 
1 tr! 1 0 
Ị 0 | 0 0 
0 1| 0 0 
0 0| 0 I 
0 LỊ 0 0 
0 0 | 0 0 


Giải. 
e _ Biểu diễn hàm f: biểu thức Boole của f là xỹz. 
se Biểu diễn hàm g: g là tổng của hai tiểu hạng tương ứng 
với hai dòng của bảng có giá trị 1. Biêu thức Boole của g 
là xyz+xyz. 
Ví dụ 4 Tìm khai triển tổng các tích của hàm 
fx,y,z) =(X+ y)z l 
Giải. 
Trước hết, tìm giá trị của hảm f. Các giá trị này được cho trong bảng sau: 


f=(x+ y)z 


| 
0 
1 
0 
1 
0 
] 
0 
Ị 





Giải. f là tổng của ba tiểu hạng tương ứng với ba dòng của bảng cỏ giá 
trị l. 


=> Í(X,y,Z) = XYZ+XYZ+XYZ. 
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5.2.4. Các hằng đẳng thức của đại số Boole 

Sau đây là các hằng đăng thức quan trọng nhất của đại số Boole (thường 
được dùng đề đơn giản hoá việc thiết kê các mạch). 

Tên gọi 


x+0=x . la uờ 3 £ 
vi luật đồng nhất 

















x†1=l 2 4 


x†+(y+z)=(&X+y)+z 
X(YyZ) = (xy)z 
x+yz= (x + y)(x + 2) 
XÍY † Zz) = XYV + Xz 





luật kết hợp 


luật phân phối 


= 
Gy)= š __ luật De Morgan 


(x+y)=x.y 
Mỗi hằng đăng thức trong bảng trên có thể chứng minh bằng cách lập 
bảng. Chăng hạn, bảng sau chứng minh sự đúng đăn của luật phân phôi: 


x+yZ=(x+y)(& +2). 


x+yz 


==e=e~erls 
¬H..., 


|x+y.| x+z | 
] I ĩ 
1 ] 1 
I Ị I 
I I I 
l [ ] 
I | 0 0 
0 | 1 0 
0 | 0 0 





Ví dụ Chứng minh luật hút thu 
Xx{x +y)=X 


bằng cách dùng các hằng đăng thức của đại số Boole. 
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Giải. 
(x#+y) =Œ&+0\(x+y) — {luật đổng nhất} 
=x+0y {luật phân phối của tổng đối với tích} 
=x+y.0 {luật giao hoán} 
=x+0 {luật nuốt} 
=x ˆ {luật đồng nhất} ` 
5.2.5. Tính đối ngẫu của đại số Boole 


Đổi ngẫu của một biểu thức Boole là một biểu thức Boole nhận được 
bằng cách các tổng và tích Boole đổi chỗ cho nhau, các số 0 và I đổi 
chỗ cho nhau, 


Ví dụ 
e_ Đối ngẫu của (x.y)+z là (x+y).z 
© _ Đối ngẫu của x.1+(y+z) là (x+0Xy.z) 


Đối ngẫu của một hàm Boole F được biểu diễn bởi một biểu thức Boole 
là một, hàm Boole được biểu diễn bởi đối ngẫu của biểu thức đỏ. Hàm 
đối ngẫu này được ký hiệu bởi FÝ. 


Nguyên lý đối ngẫu: Một hằng đẳng thức giữa các hàm được biểu diễn 
bởi các biểu thức Boole vẫn còn đúng nếu ta lấy đối ngẫu hai vế của nó. 


Ví dụ Lấy đối ngẫu hai về của hằng đăng thức từ luật hút thu 
X&X+y)=x, 
ta được hằng đẳng thức 
x†+xy=Xx, 


hằng đẳng thức này cũng được gọi là luật hút thu. 


5.3. Định nghĩa trừu tượng của đại số Boole 


Chương này, tập trung xem xét các hàm và biểu thức Boole. Tuy nhiên, các kết 
quả mà chúng ta xác lập có thể chuyên thành kết quả cho các mệnh để hoặc 
cho các tập hợp. Vì thể, rất tiện ích nếu chúng ta định nghĩa đại số Boole một 
cách trừu tượng. Một khi đã chứng minh được rằng một cầu trúc đặc biệt nào 
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đó là một đại số ï Boole, thì khi đó mọi, kết quả đã được thiết lập cho đại số 
Boole tổng quái sẽ được áp dụng cho cấu trúc đặc biệt đó. 


Các đại số ' Boole có thể được định nghĩa bằng nhiều cách. Tuy nhiên, cách 
phổ biến nhất là chỉ ra những tính chất mà phép toán cân phải thỏa mãn như 
sau: 


Định nghĩa. 


Một đại số Boole là một tập A cùng với hai phép toán hai ngôi v, A thoả 
mãn các tính chât sau : 


a) Tính kết hợp: Vx, y,Zz e A: 
xv(yvz)=(xvy)vz 
XA(YAZ)=(XAy)^AZ 

b) Tính giao hoán: Vx, y e A. 
XVy=yVX 
XAY=VAX 

c} Tính phân phối: Vx, y, z e A: 
xv(yA2) =(xXvy)A(xvz) 
XA(YVZ) = (XAY)v(XA2) 


d) Tính đồng nhất: tổn tại hai phần tử trung hoà, ký hiệu 0, I 
đối với hai phép toán v, A sao cho Vx e A : 


xv0=x 
xAl= 

e) Tính nuốt: VxeA, 3xeA: 
xvx=l 
xAx=0 

Chú ý - Qua định nghĩa trên ta thấy các tập hợp cùng với các phép toán 
kem theo sáu đây thoả mãn tất cả tính chất đó: 
e Tập B = (0,1} với các phép toán tông Boole (OR), tích 
Boole (AND) cùng với phép toán bù. 
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© Tập hợp các dạng mệnh để với các phép toán v, A và phép 
toán phủ định. 

®© Tập hợp các tập con của tập hợp vũ trụ U với các phép 
toán hợp, giao cùng với phép toán lấy phần bù của tập hợp. 

Do đó, để thiết lập các kết quả cho mỗi một biểu thức Boole, 

cho các mệnh đê hoặc tập hợp ta chí cần chứng minh các kết 

quả cho đại số Boole trừu tượng. 


5.4. Các cổng logic và tổ hợp các cổng logic 

Một máy tỉnh cũng như một dụng cụ điện tử được tạo bởi nhiều mạch. 
Mỗi một mạch có thể được thiết kế băng cách dùng các phép toán của đại 
số Boole. Các phân tử cơ bản của các mạch được gọi là các công. Mạch 
mả nó được thiết kê trên cơ sở sử dụng các công định nghĩa dưới đây được 
gọi là mạch rô hợp, tức là mạch có đầu ra chỉ phụ thuộc giá trị đầu vào mà 
không phụ thuộc vào trạng thái hiện thời của mạch, hay nói cách khác các 
mạch này không có khả năng nhớ. 

5.4.1. Các cổng logic 

1. Bộ đảo 


X x 


——>|>©—> 


Bộ đảo chấp nhận giá trị của một biến Boole như đầu vào và tạo phân bù 
của giá. trị đó như đầu ra. 
2. Cổng OR 


X x†+y 


Đầu vào của cổng OR là các giá trị của hai hoặc nhiêu hơn biến Boole. Đâu ra 
là tông Boole của các giá trị đó. 


3. Cổng AND 
—n } 
y 


Đầu vào của cổng AND là các giá trị của hai hoặc nhiều hơn biển 
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5.4.2. Tổ hợp các cổng togic 


Các mạch tổ hợp có thể được thiết kế từ việc tổ hợp các bộ đảo, các công 
OR và các công AND. : 


Ví dụ 1 Hãy thiết kế một mạch tổ hợp, có đầu ra là biểu thức 
Boole xy + xy. 


Giải. 
Ta thấy xy là cổng AND, x là bộ đảo và xy là cổng AND. 


Hình vẽ ở hình sau là mạch tổ hợp cho đầu ra là xy + xy và đầu vào la X 
và y. 





Ví dụ 2 Thiết kế mạch tổ hợp có đầu ra là biểu thức Boole xy + y.z. 
Giải. 





Ví dụ 3 Một uỷ ban gồm † ba thành viên phải quyết định vấn đề nhân sự 
của tổ chức. „Mỗi một thành viên bỏ phiểu tán thành hoặc 
không cho mỗi một đề nghị được đưa ra. Một để nghị sẽ được 
uỷ ban thông qua nếu nó nhận được ít nhất hai phiếu tán thành. 
Hãy thiết kê một mạch cho phép xác định được một đề nghị có 
được thông qua hay không. 
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Giải. 


Ta có 3 thành viên x, y, z của uỷ ban. Thành viên x bỏ phiếu tán thành thì 
cho bằng x = l, ngược lại cho x = 0. Phương thức gắn đó cũng áp dụng 
cho thành viên y và z. 


Ta phải thiết kế mạch tổ hợp sao cho nó tạo đầu ra bằng 1 từ các đầu vào 
x, y, z khi có hai hoặc nhiều hơn các biến x, y, z có giá trị 1. 


Ta có : biểu thức Boole xy + xz + yz có giá trị 1 khi và chỉ khi ít nhất hai 
trong số các biến x, y, z có giá trị 1. 


Vậy sơ đồ mạch tổ hợp của xy + xz + yz chính là sơ đồ mạch cần tìm, và 
được cho ở hình sau : 





8.5. Tối thiểu hoá hàm Boole 


Hiệu quả của một mạch tổ hợp phụ thuộc vào SỐ các cổng và sự bố trí các 
cổng ‹ đó. Quá trình thiết kế một mạch tổ hợp được bắt đầu bởi một bảng 
chỉ ro các giá trị đầu ra đối với mỗi một tổ hợp các giá trị đầu vào. Chúng 
ta luôn luôn có thể sử dụng khai triển tổng các tích của mạch để tìm tập 
các cổng logic thực hiện mạch đó. Tuy nhiên khai triển tổng các tích có 
thể chứa các số hạng nhiều hơn mức cần thiết. Tối thiểu hoá hàm Boole là 
tìm dạng biểu thức Boole đơn giản nhất của hàm Boole đó. 


Có ba phương pháp đề tối thiểu hoá hàm Boole f{x\,Xa,..., Xa). 
5.5.1. Phương pháp biến đổi đại số 


Phương pháp này dựa vào các luật, hay các hằng đẳng thức của đại số 
Boole đề tối thiểu hoá các biến và các phép toán trên biểu thức Boole. 


Ví dụ 1 


a) Tối thiểu hoá hàm Boole : f{x,y,z) lŠŸ2 
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b) Thiết kế mạch tổ hợp của Íx,y,z) = xyz+ XxYZ và mạch tổ 
hợp của dạng tôi thiêu hoá của nó. 

Giải. 

a) Ta có : ÍX,y,z) = Xyz+ XxYz =(y+ y)xz = Ì.XZ= Xz 

b) 


©_ Mạch tổ hợp của fx,y,Z) = xyz+xyz có dạng : 





Mạch này dùng 3 cổng và một bộ đảo 


« Mạch tổ hợp của dạng tối thiểu f(x,y,Z) = xz là : 


z 
Mạch này chỉ dùng một cổng. 
_ Ví dụ2 
a) Tối thiểu hoá hàm Boole : f(x,y)=xy+xy+xy. 
b) Thiết kế mạch tổ hợp của Ñx,y) = xy+xy + xy và mạch tổ 
hợp của dạng tối thiểu hoá của nó. 
Giải. 
à) Ñx,y) = (xy+xy)+(Xy + xy) (dùng luật luỹ đẳng : x + x = x) 
=(x+x)y+x(y+y)=l.y+x.l=y+xX. 
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b) 


se Mạch tổ hợp của f(x,y) = xy+xy + xy có dạng: 





XYy+xy+Xy 






5.5.2. Phương pháp bảng Karnaugh 

Phương pháp này do Maurice Kamaugh để xuất vào năm 1953 (dựa trên 

một công trình trước đó của E.W. Veitch), thưởng chỉ được áp dụng khi 

hàm Boole có 6 biên hoặc ít hơn. 

Phương pháp bảng Karnaugh được dùng để tìm các số hạng có thể tổ hợp 

được của hàm Boole. Các bảng Kamaugh cho chúng ta một phương pháp 

trực quan đê rút gọn các khai triên tổng các tích. 

1. Mô tả phương pháp để rút gọn biếu thức của các hàm Boole 2 
biến x, y 

Một bảng Kamaugh đối với một hàm Boole 2 biến x, y gồm 4 ô vuông, 

trong đỏ ô vuông biêu diễn tiểu hạng có mặt trong khai triển được ghỉ số 

1. Các ô vuông được gọi là kê nhau nếu các tiểu hạng mà chúng biểu diễn 

chỉ khác nhau một tục biến. Chăng hạn, ô biểu diễn xy kể với các ô biểu 


diễn xy và xy. 








ý ÿy 
: 
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Bất cứ khi nào có số 1 ở hai ô kể nhau, thì các tiểu hạng được biểu diễn 
bởi các ô đó đều có thể được tổ hợp lại thành một tục biến. Chăng hạn, 
xy và xy được biểu diễn bởi hai ô kể nhau và có thể tổ hợp lại thành y 
(vìxy+xy=(x+x)y= y). Chúng ta sẽ khoanh các khối ô trong bảng 
Karnaugh, đó là nhng ô biếu diễn các tiểu hạng có thể tổ hợp lại và sau đó 
tìm tông tương ứng của các tích. 


Ví dụ 1 Dùng bảng Kamaugh để tối thiểu hoá hàm Boole 


f(X,y) =Xy + XY. 


Giải. 
Bảng Karnaugh của hảm f(x.y): 
J.... ý 
x 
x 


Có 2 ô kể nhau. 
Ta có đạng tối thiểu hoá của (x,y): 
fx,y) =(Xx+X)y=y. 
Ví dụ 2 Dùng bảng Kamaugh để tối thiểu hoá hảm Boole 
f(X,y) =Xy + Xy +XY. 
Giải. 


Bảng Karnaugh của hàm Ấ(x,y): 


Có 3 ô kể nhau. 
- Nhóm các tiểu hạng xy và xy (ứng với 2 ô kể nhau) ta 
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- Nhóm các tiểu hạng xy và xỳ ta được: y. 
= dạng tối thiểu hoá: f(x,y) =x+ y. 
2. Mô tả phương pháp để rút gọn biểu thức của các hàm Boole 
3 biên x,y,z 


Một bảng Kamaugh đối với một hàm Boole 3 biến là hình chữ nhật chia 
thành 8 ô vuông. Ô biểu diễn tiểu hạng có mặt trong khai triển được ghi số 
1. Các ô vuông được gọi là # nhau nếu các tiểu hạng mả chúng biểu diễn 
chỉ khác nhau một tục biến. 


YZ  yZ Y2 


X 


z 


Để rút gọn khai triển tổng các tích ba biến, chúng ta dùng bảng Karnaugh 
để nhận dạng các tiểu hạng có thể tố hợp lại. 


- _ Các khối gồm hai ô kể nhau biểu diễn cặp các tiểu hạng có thể tổ 
hợp lại một tích của hai tục biến. 


- _ Các khối gồm 4 ô kể nhau biểu diễn cặp các tiểu hạng có thể tổ 
hợp lại thành một tục biến duy nhất. 


-__. Khối tất cả tám ô biểu diễn một tích không có tục biến nào. 
Ví dụ 3 Dùng bảng Karnaugh để tối thiểu hoá hàm Boole 
Ñx,y,z) = xyZz + XYyZ+Xyz + xyz : 
Giải. 
Bảng Karnaugh của hảm nảy là: 


Í_ y. yzw 





- Tổ hợp 2 ô kể nhau : xyz+ xyz= xz 
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= dạng tối thiểu hoá : f(x,y,2) =xz+ yZ+XYZ § 
Ví dụ 4 : Dùng bảng Karnaugh để tối thiểu hoá hàm Boole 
Rx,y,Z) =xyz+ XYZ+ XYz +XYZ+XÿZ. 
Giải. 


Bảng Kamaupgh của hàm này là: 





- Tổ hợp 4 ô kể nhau : xyZ+XxyZ+ xyZ+XYyZ=Xxy+Xÿy=y 
- Tổ hợp 2 ô kể nhau : xyz+ xyz= xZ. 
=> dạng tối thiểu hoá : fxy,z) =y+ Xz. 

5.5.3. Phương pháp Quine - Mc. Cluskey 


Phương pháp bảng Karnaugh có hạn chế là rất khó sử dụng khi số biến 
của hàm Boole lớn hơn 4, hơn nữa lại dựa trên việc rả soát trực quan để 
nhận dạng các số hạng cần được nhóm lại. Phương pháp Quine - Mc. ˆ 
Cluskey khắc phục được nhược điểm trên, và được W.V. Quine, E.]. 
McCluskey phát triển vào những năm 1950. Phương pháp Quie - Mc. 
Cluskey có hai phần : phần thứ nhất là tìm các số hạng là ứng viên đưa vào 
khai triển cực tiểu như một tổng, các tích Boole. Phần thứ hai là xác định 
xem trong các ứng viên đó, các số hạng nảo là thực sự dùng được. Ta mô tả 
phương pháp này qua các ví dụ sau: 


Ví đụ 1 Tối thiểu hoá hàm Boole 


Í{x,y,Z) =XYZ+ xyz +XYZ+XYZ +Xyz. 
Giải. 
- - Trước hết ta biểu diễn các tiểu hạng trong khai triển trên 
bằng các xâu bịt theo nguyên tắc sau : các biến Boole 


không có dấu phủ định thì thay bài 1, có dấu phủ định thì 
thay bởi 0. Xem bảng 1 dưới đây 
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Bảng 1 





- Nhóm các xâu bít theo số các số ] trong chúng. 


- Các tiểu hạng có thê tổ hợp lại nếu chúng chỉ khác nhau 
một tục biến. Do đó, hai số hạng có thể tổ hợp được thì các 
xâu bit tương ứng với né nó sẽ chỉ khác nhau một con số l. 


Chẳng hạn : xyz và xyz được biểu diễn bởi hai xâu bit 
101 và 001 có thể tổ hợp thành yz với xâu bit là 01. 


- Hai tích có hai tục biến có thể tổ hợp thành số hạng có một 
tục biến với điều kiện chúng chứa tục biến của cùng hai 
biến. Nói theo ngôn ngữ của xâu bịt thì hai xâu đó phải có 
gạch ngang ở cùng một vị trí và chỉ khác nhau ở một trong 
hai vị trí còn lại. Chẳng hạn, ta có thể tổ hợp yz và yz được 
biểu điễn qua xâu bit -11 và - 01 thảnh z được biểu diễn 
bởi xâu bit - -I. Tất cả các tổ hợp có thể được tạo theo 
cách đó được cho trong bảng 2 sau: 












Bảng 2 
CÔ | Bưới | — Bướ2 — | 
Số Xâu Số Số Xâu 
hạng bit =ec n Ea bịt 





1,2,3,4 . 
2 xyc 101 Ƒd3) mI (13,24) Sỉ 





— mị8Đ g MỊ 
=~:'. 
öĐ20Ù at IU€ dù -U 
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Trong bảng 2, chúng ta đã chỉ ra các số hạng được dùng để tạo ra các 
tích có số tục biến nhỏ hơn nhưng không nhất thiết có mặt trong biểu 
thức tối thiểu hoá hảm Boole. 
- Bước cuối cùng là xây dựng biểu thức tối thiểu hoá hàm 
Boole x,y,z) theo nguyên tắc sau : 
I- Xét tất cả các tích chưa được dùng để xây dựng các 
tích có số tục biến ít hơn (trong bảng 2, đó là z và xy). 


l>~ Lập bảng 3 đưới đây để kiểm tra xem các ứng viên z và 

xy có thực sự phủ hết các tiểu hạng. gốc của hảm 

x,y,z) hay không, (ghi đấu x ở vị trí nếu số hạng gốc 

trong khai triển tổng. các tích được dùng để tạo ứng 

' viên đó). Chúng ta cần phải bao hảm ít nhất một tích 
phủ mỗi tiểu hạng gốc. 


Bảng 3 





Qua bảng 3, ta thấy các ứng viên z và xy là phủ hết các tiểu hạng gốc. 
Vậy tối thiểu hoá hàm f(x,y,z) là: z +xy. 
Ví dụ 2 Tối thiểu hoá hàm Boole 
Ẩ(@,X,Y,Z) =@®XYZ + (0XYZ + (0XYZ + 00XVZ + 0 VZ + @XYZ + 0XYZ.. 
Giải. 
Quá trình tối thiểu hoá hàm f được thực hiện ở các bảng 4 và 5 : 
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- Bảng 4 


_———T mĩ T 


Số Xâu Số Xâu Số Xâu bit 
hạng bịt hạng bít hạng 


L2 œz DU [G9 vy TẾ 
|3 mạ» 011 |G® xy 01 
LÍ œụz 100 [G2 Aụ ĐgÐpO 
005 TUIU UP U LÍ 
| m CHIN HUẾ .. ...vọ -| 


Bảng 5 




















Các tích duy nhất không được dùng để tạo các tích có ít biến hơn là 


đế, (D2, (XY, XYZ.. 
Bảng 5 cho thấy các tiểu hạng được phủ bởi các tích đó. 
Kết quả: 


Ñ\{@,x,y,z) = 0+ @yz + (0X 
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BÀI TẠP CHƯƠNG 5 (Đại Số BOOLE) 


Bài 1 


Bài 2 


Bài 3 


Bài 4 


Bài 5 


Bài 6 


Bài 7 


Bài 8 


Tìm giá trị của các biểu thức sau : 
a) 10; b) 1+1; 
c) 0.0; đ) (+0). 


Tìm giá trị của các hàm Boole đưới đây khi các biến x, y, z và 
t lấy các giá trị 1, 1, 0 và 0. 


8) XY+XY; b) t+ xy; 
c) tx+ ÿy +yZ; d) tx +xy +yz. 


Tìm tất cả các giá trị của y và z để các biểu thức dưới đây luôn 
luôn lấy giá trị 1, biết rằng x = l. 


a) XV+XZ; b) xy+z. 
Tìm tích Boole của các biến x, y, z hoặc phần bù của chúng, 
biết rằng tích đó có giá trị 1 nếu và chỉ nếu : 
a) x=0,y=l,z=0; b) x=0, y=z=l, 
Tìm khai triển tổng các tích của các hàm Boole sau : 
a) fXx,y,2)=x+ty+7; b) g(X,y,Z) =X.y. 
Tim một tổng Boole chứa x hoặc x, y hoặc Y và z hoặc z có 
giá trị 0 nếu và chi nếu: 
a) x=y=Ìl,z=0; b) x=z=0, y=l. 
Chứng minh luật De Morgan của đại số Boole: 
xy=X+Y; 
(X+y)=Xvy. 
Trong đại số Boole B = {0, 1}, hãy tìm phần bù của: 


a) y.Z+7Z; b) ÿZ+YX+XZ. 
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Bài 9 Tìm đối ngẫu của các biểu thức sau: 
8) X.Y.Z+X.V.Z; b) xZ+x.0+x.1. 


Bài 10 Tìm đầu ra của các mạch tổ hợp sau: 


a) 


b) 


Bài íI Dựng các mạch gồm các bộ đảo, các cổng AND và OR để tạo 
các đầu ra sau : 


8) XY+XY; b) (x+y+Z)(xy.); 
c) Xy+(Z+xX); đ) x{y+?) 


Bài 12 Dựng mạch tổ hợp trong đó chỉ sử dụng cổng AND và bộ đảo 
để tạo đầu ra là tổng Boole x + y. 


Bài 13 Dùng bảng Karnaugh để tối thiểu hoá các hàm Boole hai biến 
Sau: 


127.0.0.1 downl8hđ@5B95.:bäfSt Tue Jul 31 11:02:48 ICT 2012 


Chương 5: Đại số Boole 129 [) 


Bài 14 


Bài 1S 


Bài 16 


Bài 17 


b) ÍX,ÿ)= xy+XY ; 
c) Ấx,y) =xy+ xy + xy +xy : 


Vẽ các bảng Kamaugh của những khai triển tổng các tích 
Boole ba biên sau : 


a) X.y.Z H 
b) xy.z + xyz ị 
c) XYyZ+ Xyz + xyz + xy⁄z : 


Dùng bảng Karmaugh để tối thiểu hoá các hàm Boole ba biến 
sau: 


a) xyz + x.y.2 ÿ 

b) XYZ + XYZ + XYZ+XYZ; 

c) XyZ + xYz + x.y.Z +XxYyZ+ Xxyz + xyz : 

đ) xyz+ xYz + X.y.Z + xyz + x.y.Z + xyz + xy.z ỹ 

Dùng phương pháp Quine - McCluskey để tối thiểu hoá các 
hàm Boole ba biến trong bài tập 15 (a,b,c). 


Tìm dạng tuyên chuẩn tắc tôi thiêu của hàm: 


f(x,y,z,t)=x.yzt+ x.yzt + xyzt +xyzt+ xyzt +xyzt. 
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* Nhà sách Năm Hiển: 79/6 Xô Viết Nghệ Tĩnh - TP.Cần Thơ 
ĐT: 071. 821668 
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In 2.000 cuốn, khổ 16 x 24 em, tại Xí nghiệp in Machinco 
Số 21 Bùi Thị Xuân, Quận 1, Thành phố Hồ Chí Minh 
Số đăng ký kế hoạch xuất bản: 07-2007/CXB/185.2-75/T K 
In xong và nộp lưu chiểu tháng 9 năm 2007. 
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